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Generalizacion de un método de integracion a
través de factorizaciones
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Resumen— Como se sabe, cada método de integracion sélo
funciona para ciertos tipos o clases de funciones y no existe un
método capaz de expresar la integral indefinida de cualquier
funcion en términos de funciones elementales. En este articulo,
mostramos una alternativa, basada en factorizaciones, para
integrar cierta clase de funciones que, en ciertos casos, puede
resultar una mejor herramienta que los métodos cominmente
usados. Como una aplicaciéon de esa técnica resolvemos una clase

particular de ecuaciones diferenciales del tipo % = kf(P),
dp/dt

donde —5 e la tasa de crecimiento relativa de P respecto a t.

También resolvemos ejemplos para ilustrar este método y
compararlo con los resultados que se obtienen utilizando Wolfram
Alpha y una calculadora TI.

Abstract— As well known, each technique of integration is useful
for a type or kind of functions and it doesn't exist a technique be
able to express the indefinite integral of any function in terms of
elementary functions. In this paper we show an alternative
technique of integration based on factoring in order to obtain the
indefinite integral for a class of functions, which sometimes, may
be better tool than the conventional techniques of integration. As

an application of this technique we solve a particular class of
differential equations like dp}{dt = kf(P) where d’zdt is the
relative growth rate of P with respect . Some examples are solved
to illustrate this technique and their results are compared with the

results obtained using Wolfram Alpha and TI calculator.

Key Word— Differential equation, Relative growth rate,
Techniques of integration, Logistic Model

L INTRODUCCION

Cada método de integracion logra integrar funciones de cierto
tipo, pero no existe un método general para integrar cualquier
funcién. Por el contrario, existen funciones que pueden ser
integradas por diversos métodos.
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Por ejemplo, en el modelo de crecimiento logistico de Verhulst-
Pearl [5], que puede expresarse como

dp/dt

/= = (M — P) (1)

dat

. - . ap
Segun el cual la tasa de crecimiento relativa / respecto al

tiempo t de una poblacién no es una constante como en el
crecimiento exponencial, sino que es proporcional a la
diferencia entre el tamafio actual P de la poblacién y un valor
méximo denotado por M. Al separar variable para resolver la
ecuacion (1) se obtiene.

f%#"‘“

El lado izquierdo de esta ecuacion diferencial se calcula
tradicionalmente mediante el método de fracciones parciales
[1], [2] y se obtiene

dP _ 1 1 1 c
fm——M(H(P—M)— 1’1P)+

Sin embargo, también es posible seguir el siguiente método.
Primero rescribimos la integral:

dp dp P~2dp
fP(M—P) - fPZ(MP—i—l) - fMP—1—1 2)

Ahora sustituimos u = MP~* —1, du= —MP~2dP con lo

que obtenemos

f b _ 11|MP‘1 11+ C
PM—P) M

La solucién para la ecuacién diferencial (1) puede expresarse
como una funcién P(t) que contiene tres parametros B,C y M
y que se le conoce como funcién logistica.
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El modelo de crecimiento logistico es un caso particular de
ecuaciones del tipo puede generalizarse como

dp/dt

—— = kf(P) (3)

Donde f(P) representa una funcién de P que en el modelo
logistico corresponde a una funcién lineal f(P) = by + b, P,
pero que puede ser cualquier funcién con la que incluso se
pueden modelar efectos estacionales. Esta ecuacion diferencial,
que se adopta en varios modelos demograficos de animales, se
le conoce como hipétesis de dependencia de densidad [3].
Una clase particular de ecuaciones diferenciales es este tipo (3)
nos lleva a las integrales que se resuelven mediante
factorizaciones atipicas en la seccion 2.1, mismas que
resolvemos para una amplia gama de funciones f(P). En las
siguientes secciones éste método se generaliza a otro tipo de
integrales.

1I. CONTENIDO
A continuacidn, desarrollaremos tres casos e ilustramos con
algunos ejemplos.

du
au+bu®
es una funcion de la variable t.

2.1 Integrales de la forma [ —— donde a,a,b € Ry u

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial

= = ku(a + bu™?) 4)

Sia =2y b =1 obtenemos el modelo logistico de Verhust-
Pearl, por lo que podemos considerar la anterior ecuacién como
una generalizacién de ese modelo. La solucién de ésta ecuacion
diferencial nos lleva de manera natural a integrales de la forma

f du
au + bu®

Nétese que para @ =1, la integral es trivial, por lo tanto
podemos suponer que a * 1.

Para el caso general, reescribimos la integral de la siguiente

forma
f du _
au + bu®

fu“( au +b)

ua—l

J‘ du _ f u -« p
ut(aul~*+b) | (aul~*+b) u

Esta dltima integral es inmediata ya que:
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1 a(l—a)u™@

u—a
f (au'=« + b) du = a(l—a)) (au'=*+b) du

1
= 1-a
a(l_a)lnlau +bl+C

Asf la ecuacion diferencial generalizada (4) se reduce a

1
_— 1-a =
a(l_a)lnlau +b|+C =kt

Equivalentemente

u(t) = ———— Q)

(B+De~Kt)a-1

Donde B = —Z, D= %eca(l_“), K =a(la— 1Dk

Observe que si @ = 2 y B = 1 obtenemos el modelo logistico.

Ejemplo 1. Calcule

dx
oo

Es claro que este ejemplo no es por fracciones parciales ni por
ninguno de los métodos tradicionales de integracién.

Aplicamos el nuestro método alternativo y con @ = 1, a = \/3
b = /2 y obtenemos que

dx
f (V3)x + (V2)x™ B

1 1-m
mlﬂ'ﬁx +\/§| +C

Compare este resultado con el obtenido mediante Maple V:

dx
f V3)x+ (V2)xm

6(%31)(1“2 —2In(V3x +V2x™) + 2nlnx) + C

El resultado obtenido mediante wolframalpha.com es similar
al nuestro:

wlog(x) —log(V2 x* + V3 x)

V3 r-1

Ejemplo 2. En este ejemplo tenemos que a = V2, a = 3
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b=4yu=e*

f *dx
3eX + 4exV2

1
=———In(3e* ™2 +4) + ¢
3(1-+2) n(se )

Con maple V obtenemos:

—m<ln<e"ﬁ+%ex) —x\/E) +C

En wolframalpha.com, obtenemos:
S (142) (V2 VZ)(3e* + 46
s+ 2) (xv2 = In((1+V2)(3e* + 4e7%))) + C

Pero esta vez, este paquete no da la opcién a ver la solucién
paso a paso.

Noétese también que es posible resolver esta integral de la

siguiente forma:
eX e e—x\/f
f 3e* + 4exV2 dx = f 3e* + 4exV2 (e‘x‘/f> dx
1n(3ex‘x‘/§ + 4) +C

ex—xx/f
= dx =
f 3exxVZ 4 4 3(

1
1-+2)

Es el mismo resultado obtenido con nuestro método alternativo.

2.2 Integrales de la forma [ donde a,a,b € R

du
[au®tlypy2a
n "

y u es una funcion de la variable "x

Nuevamente si &« = 1, entonces la integral es trivial. Por lo
tanto supongamos que a # 1. Asi podemos escribir la integral
anterior de la siguiente forma:

f du _ f du
Vawrriipwe ) fiaaui-asn)

_ f du
wNaute 1 b
u %du

Notamos que esta integral es inmediata ya que:
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f “du
Jaw—< 15

J‘ a(l —a)u %du
a(l —a)) Jau-*+bh

2
=——Jaul*+b+C
a(l-a) au + b+

Ejemplo 3. Calcule

f dx
V5xV2+1 4 3x2V2

Aplicamos el método alternativo con & = V2,a=5b=3 y
obtenemos:

f dx
V5xV2+1 4 3x2V2

2

=———V5x1"V2 4+ 3+ C
5(1-v2)
En Maple V, obtenemos
5
6 x - §X

V5x1+V2 — 342V2 5v2 — 5

Mientras que con wolframalpha, obtenemos (sin opcién paso a

paso)
=——(1+\/_)x /x‘/—(Sx—3x‘/—)+C

du

n,/aua(n 1)+1+b na

a,a,b € Ry u esuna funcion de la variable "x

donde

2.3 Integrales de la forma |

Igual que antes, si @ = 1, entonces la integral es trivial. Por lo
tanto supongamos que a # 1. Asi podemos escribir la integral
anterior de la siguiente forma:

du

vaua(n—1)+1 + buna

du

Wauan—a+1 + buna

du
T{/u”"‘(au“"+1 +b)
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_ f du
u® Vau=e*1 + b
Notamos que esta ultima integral es inmediata ya que:
J‘ du
s Va1 1 b
_ 1 f a(—a + Du *du
Ta-a+ D) Nawe b

1 1
= [au™**! + b 2" + C

- a(—a+1) (—%+ 1)

Ejemplo 4. Sean a = V3, a=2b=7n=3 y
consideramos la siguiente integal:

dx
V2x(@3+1) 4 75373

_ f dx
- xV3 3\/ 2x~V3+1 4 7
_ 1
2(—V3+1) (—%+ 1)

1
[2x3+1 +7] 3 4 ¢

3 2
=——[2x"V3* + 7 4+ ¢
4(—V3+1) [ ]
En Maple V obtenemos:
%x +xV3
=21 +C

3\/2xxz\/§ + 7x3\/§(4\/§ - 4)

En wolframalpha obtenemos (sin opcién paso a paso):

2
3x 23 [x2V3(7x 3 + 2x))°
+C
43 -4
Para terminar con este trabajo consideremos la funcién
X dt

continua en todos los nimeros reales F(x) = [, ot Y
e*t+4e

planteamos

Ejemplo 5 Calcule

f e* F(x)dx

Para resolver esta integral utilizamos la integracién por partes
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dx

haciendo u = F(x), dv = e*dx. Por lo tanto du = ————
3eX+4eVZ X

y v = e*. Asi tenemos

J-ex F(x)dx
*F () f e*dx
=e x)— | ————
3eX + 4eV2 x

Ahora usamos el resultado del ejemplo 2 y obtenemos,

. In(3e*™V2* + 4)
=e F(x)+—3(\/§_1) +C

1L DISCUSION

Al resolver las ecuaciones diferenciales que resultan del
modelo logistico de Verhulst llegamos de manera natural a un
cierto tipo de integrales que hemos resuelto usando nuestro
método de integracidn.

Las funciones logisticas tienen una gran variedad de
aplicaciones tanto en problemas de crecimiento demogrifico
[3] como en modelos de regresion no lineales conocidos como
modelos Logit [2]. En ambos casos la solucién (5) que hemos
obtenido permite mejorar el ajuste a los datos observados si se
le compara con la funcién logistica que, como se hizo notar,
resulta un caso particular de las funciones obtenidas.

VI. CONCLUSIONES

Hemos presentado un método de integracién basado en
factorizaciones que, en primer lugar, puede evitar
procedimientos de fracciones parciales demasiado largos, pero
que ademds resuelven integrales que no corresponden
tipicamente a fracciones parciales. Ademds presentamos una
generalizaciéon al modelo logistico de Verhulst como una
aplicacién. Comparamos las soluciones obtenidas con nuestro
método con aquellas que se obtienen al integrar con Maple V,
wolframalpfa.com y con TI-npire CAS. Remarcamos que con
la TI no se pueden calcular ninguna de las integrales de nuestros
ejemplos.
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