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EQUIVALENCIA GEOMETRICA EN FLUJOS DE CLASE C? EN SISTEMAS PLANARES

Geometric equivalence in flows of C? class in systems planar

RESUMEN

En este articulo se demuestra la existencia de un criterio de equivalencia de flujos
de clase C? el cual puede diferenciar no sélo formas topolégicas si no también
formas geométricas (de nodos, focos y sillas topolégicas).
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ABSTRACT

In this paper demonstrates the existence of a criterion of equivalence of flows of
? class which can differentiate not only topological forms if not also geometric

forms (of nodes, centers and topological saddles).
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1. INTRODUCCION.
Cuando en un sistema autébnomo el campo

f (x) € C' es posible clasificar los retratos de fase

del sistema con base en el criterio de equivalencia
topoldgica el cual preserva informacion sobre el
namero, estabilidad, y topologia de los conjuntos
invariantes, mientras se puede perder informacion
sobre el comportamiento transiente, dependiente del
tiempo y la geometria de los retratos de fase. Por
ejemplo la equivalencia topolégica entre flujos del
sistemas alrededor de puntos hiperbolicos del tipo
nodo y del tipo foco es bien establecida [kuznetzov,
1995]; sin embargo su comportamiento transiente y
geométrico difieren en la dindmica del sistema y
resulta importante en algunas aplicaciones poder
diferenciar entre ellos como es el caso de los
sistemas no suaves, donde se ha observado que la
estabilidad y la atractividad de ciertos conjuntos
invariantes depende tanto de la componente real
como imaginaria de sus valores propios de la

linealizacion del sistema.
Fecha de Recepcidn: 12 de Mayo de 2011
Fecha de Aceptacion: 29 de Agosto de 2011

OSCAR FERNANDEZ
SANCHEZ

Ms.C. Matemaéticas

Profesor Asociado

Universidad Tecnoldgica de Pereira
oscarf@utp.edu.co

Indicaremos por X"(A) el conjunto de campos de
vectores X :AclO"—=0" de clase C",r>1,

donde A G es un abierto de [ ". Ahora se define
el concepto de equivalencia topolégica y
equivalencia geométrica los cuales contribuyen a
definir el concepto de bifurcacién en sistemas
dinamicos.

Definicion: Los sistemas dindmicos diferenciables
(M,0,0) y (M,@,0) son topolégicamente
equivalentes en las vecindades VcM vy
U < M si existe un homeomorfismo h:V —U y
una funcién creciente 7:V x[1 —[] que lleva las
oOrbitas de V sobre las orbitas de U preservando la
orientacion a lo largo de éstas, es decir

h(e(x,t)) = p(h(x), 7(X,t)), V(x eV, t 1)
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Decimos que los sistemas dindmicos son
C' equivalentes si son topolégicamente por medio
de un homeomorfismo que es de clase C".

Notese que la equivalencia topoldgica aplica
oOrbitas en orbitas, y preserva el sentido de recorrido
de tales orbitas, pero los puntos de la érbita imagen
se pueden recorrer a distinta velocidad. Cuando
tenemos una equivalencia que preserva la
parametrizacion del tiempo a lo largo de cada
Orbita, entonces decimos que es una conjugacion de
sistemas dinamicos o de campos segun se use el
lenguaje de los flujos o de campo vectoriales.

2. Equivalencia geométrica: Si en un sistema
auténomo el campo f (x) € C*entonces es posible

establecer un criterio de clasificacion geométrica
mas refinado para los escenarios (conjunto de
bifurcaciones) en un entorno U de un punto de
equilibrio aislado de tipo hiperbdlico en el plano, la
cual se realiza con base en una modificacion del
criterio de la equivalencia lineal y de algunos
teoremas que establecen la misma estructura
cualitativa entre el sistema no lineal

x=f(x)eC?
y la del sistema lineal
x = Df (x,) e C?

cerca a un punto de equilibrios hiperbolico X, del

tipo nodo, tipo foco o del tipo silla. Este criterio es
atil para clasificacion de bifurcacion de de zip en
sistemas suaves Yy también para extender la
dindmica de la bifurcacion de zip a sistema no
suaves (suave por tramos). Para establecer el criterio
de equivalencia geométrica nos restringimos a
sistemas planos.

Sea el sistema

X f, (X,
(j{ . y)j,(x,y)eiz (1)
y) (f(xy)
El sistema no lineal (1) puede ser escrito en
términos de coordenadas polares como

ro f,(rcosé,rsend)cosd - f (rcoso, rsend)send

(2)

[r‘ J ( f (rcose, rsend) cos @ + f,(r cos g, rsend)send

r’=x’+y?

H:tan‘lz,0§¢9<27z.
X

A continuacion se dan definiciones geométricas
precisas para centro, foco, centro foco estable e
inestable, nodo estable e inestable y silla topoldgica
de sistemas no lineales (1), véase [Perko L., 2000].
Se asume que X, €l 2 es un punto de equilibrio del
sistema no lineal (1) el cual ha sido trasladado al
origenr(t,r,,8,)y 6O(t,r,,6,)denotan la solucion

del sistema no lineal con r(0) =1, y 6(0) =4,.

Definicién 1: El origen es llamado un centro para el
sistema no lineal (1) si existe una > 0, tal que toda
curva solucion de (1) en un entorno reducido con
centro en el origen N;(0)—{0} es una curva

cerrada con el origen en su interior.

Definicién 2: El origen es llamado un centro-foco
para el sistema no lineal (1) si existe una secuencia
de curvas solucion cerradas I' con I' ,, en el

interior de ", tal que I", — 0 cuando n — oo y tal
que toda trayectoria entre I' |y I" ., se desenrolla
hacia I' .o I' ,,cuando t — *.

Definicion 3: El origen es llamado un foco para el
sistema no lineal (1) si existe un & >0, tal que para
O<rp<o y 6,eR, rtr,6)—>0, vy
|o(t, r,, 6,)] = oo cuando t —oo. Es Ilamado un
foco  inestable i rit,r,6)—0, vy
|o(t,r,, 6,)] >0 cuando t—>—oo. Cualquier
trayectoria del sistema no lineal (1) la cual satisface
ritr,6)—>0, y |0(tr,6)—wx cuando

t — toose dice que es un punto espiral hacia
adelante del origen cuando t — Fc0.

Definicion 4: El origen es llamado un nodo estable
para el sistema no lineal (1) si existe un 6 >0, tal

quepara O<ry<o y g, el , r(t,r,,6,) >0,y

J
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|H(t, r0,00)| <00, cuando t — oo, es decir cada

trayectoria en un entorno reducido con centro en el
origen N(0)—{0} se acerca al origen a lo largo de
una linea tangente bien definida cuando t — oo . El
origen es llamado un nodo inestable si
rt,r,,6,)—>0, y |01, 6,)| < para r, € (0,5)
y 6, €l cuando t ——oo. El origen es llamado
un nodo propio para el sistema no lineal (1) si éste

es un nodo y ademas todo rayo a través del origen
es tangente para alguna trayectoria de (1).

Definicion 5: EIl origen es una silla topol6gica para
el sistema no lineal (1) si alli existen dos
trayectorias I'; y I', las cuales se acerca al origen

cuando t — ooy dos trayectorias I'; y I', la cuales

se acercan al origen cuando t — —ooy si existe un
o0 >0, tal que todas las otras trayectorias las cuales
empiezan en un entorno reducido con centro en el
origen  N;(0)—{0} alcanzan  N,(0) cuando

t — *oo. Las trayectorias I';,...,I', son llamadas
separatrices.

Para una silla topoldgica, la variedad estable en el
origenes S =T, UT", U{O}y la variedad inestable

enelorigenes U =T, UT", U{0}. Si la trayectoria
T, se acerca al origen a lo largo de un rayo haciendo
un éangulo 6, con el eje-x donde 6, € (-, ] para
i=1..4,entonces 6, =0, tn+y 6, =60, tr.
Esto se sigue de considerar las posibles direcciones
en las cuales una trayectoria de (1), escrita en

coordenadas polares (2), pueden acercarse al origen
dado por la direccion de £ la cual satisface:

bsin® @+ (a—d)sin@cosd—ccosé =0, donde

Dﬂ%ﬁ{iz}

Como una consecuencia inmediata del teorema de la
variedad estable y el teorema de Harman-Grobman.
Se establece que si el origen es un punto de
equilibrio hiperbdlico del sistema no lineal (1),
entonces este es una silla topolégica para el sistema
(1) si y tnicamente si es una silla topoldgica para su
linealizacion en el origen.

Teorema 1. Sea E un subconjunto abierto de [] 2
conteniendo el origen y sea f € C*(E). Suponga

que el origen es punto critico hiperbdélico del
sistema (1). Entonces el origen es silla topoldgica
del sistema no lineal (1) si y Unicamente si éste es
una silla para el sistema lineal asociado a (1) en el
origen de

x = Df (0)x

El préximo teorema probado en [Andronov-
Leontovich, 1973] muestra que bajo hipotesis mas
fuertes f € C*(E) se tiene que nodos y focos del

sistema lineal persisten bajo la adicion de términos
no lineales.

Teorema 2. Considere E un subconjunto abierto
de [J2conteniendo el origen y sea f eC*(E).

Suponga que el origen es punto critico hiperbdlico
del sistema (1). Entonces el origen es nodo estable
(o inestable) del sistema no lineal (1) si y
Unicamente si este es un nodo estable (o inestable)
del sistema, para el sistema lineal asociado a (1) en
el origen

% = Df (0)x

y el origen es foco estable (o inestable) del sistema
no lineal (1) si y Unicamente si éste es un foco
estable (o inestable) del sistema para el sistema
lineal asociado a (1) en el origen.

A continuacién se estable un criterio de particion
(equivalencia geométrica) de flujos lineales
hiperbolicos teniendo en cuenta la estructura de
valores propios de la matriz del sistema la cual
determina a su vez una particion (equivalencia
geométrica) de los flujos no lineales de clase C2
como consecuencia de los teoremasl y el teorema?2

Definicion 6: Considere los sistema lineales
x = Df, (0)x (3)

% = Df, (0)x (4)
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Se puede asumir sin pérdida de generalidad que la
matriz de coeficiente Df, (0), k =1,2; tiene s, >0
valores propios reales con parte real negativa,
¢, =0 valores propios con parte real cero, u, >0

valores propios reales con parte real positiva y
sc, =0 valores propios complejos con parte real

negativa, uc, >0 valores propios complejos con

parte real positiva ; contando la multiplicidad en el
polinomio caracteristico de Df, (0) se tiene que

S, *tC, +u, +sc, +uc,=n,. Entonces decimos que

el sistema (3) es geométricamente equivalente al
sistema (4) si y solo si son topolégicamente equi-
valentes y ademas

$,=S,;C,=C,;U; =U,;SC, =SC,;uc, =uc,

Se observa claramente que la definicion anterior
particiona los sistemas lineales hiperbolicos cerca el
origen en clases de sistemas las cuales son equiva-
lentes a nodos, focos o sillas. Si el flujo es no hiper-
bolico este se clasifica por el criterio de equivalen-
cia topoldgica, el cual de hecho particiona los flujos
no-hiperbélicos.

A continuacién se presenta la definicion de flujos
equivalentes para sistemas autbnomos entorno de
un punto equilibrio:

Definicion 7: Considere los sistemas no lineales
auténomos de clase C2 siguientes

%= f(x) (4)
x=1,(x) (5)
y
x = Df, (0)x (3)
% = Df, (0)x (4)

sus sistemas lineales asociados con respecto al
origen de coordenadas. Se puede asumir sin pérdida
de generalidad que la matriz de
coeficientes Df, (O) tiene s, >0 valores propios

reales con parte real negativa, c, >0 valores

propios con parte real cero, u, >0 valores propios
reales con parte real positiva y sc, >0 valores

propios complejos con parte real negativa,
uc, = Ovalores propios complejos con parte real

positiva ; contando la multiplicidad en el polinomio
caracteristico de Df,(0), luego se tiene que

S, *+C, tu, +sc, +uc, =n, . Entonces decimos que

el sistema (4) es equivalente geométricamente al
sistema (5) cerca al origen si y so6lo si son
topoldgicamente equivalentes cerca al origen vy
ademas

$,=S,;C,=C,;U; =U,;SC, =SC,;UC, =UC,.

Se observa claramente que la definicion anterior
particiona los sistemas no-lineales hiperboélicos de
clase C2 cerca el origen en clases de sistemas las
cuales son equivalentes a nodos, focos o sillas
topoldgicas. Si el flujo es no-hiperbolico de clase C2
éste queda clasificado por el criterio de equivalencia
topoldgica el cual de hecho particiona los flujos no-
hiperbdlicos de clase C2

La definicion geométrica de equivalencia de flujos
de sistemas no lineales de clase C2 cerca el origen es
claramente consistente por la definicion 6 de
equivalencia geométrica en sistemas lineales y la
correspondencia establecida por los teoremas 1y 2
entre los flujos del sistema no-lineal cerca el origen
de un punto tipo nodo, foco o silla y los flujos del
sistema lineal asociado cerca el origen de un punto
tipo nodo, foco o silla, respectivamente. Esta
definicion puede extenderse a mayor dimension; en
el caso de la bifurcacion zip es suficiente ya el
espacio de estados es particionado por variedades
invariantes de dimension dos. Se observa también
que la definicion 7 de equivalencia geométrica
permite tratar los cruces de ambos ejes coordenados
por los valores propios de la linealizacion del
sistema al variar el pardmetro como bifurcaciones
geométricas del sistema. Asi un cambio de retrato
de fase de un nodo a un foco (cruce del eje real) se
considera una bifurcacion. Desde este punto de vista
el tratamiento de los distintos escenarios reciben un
tratamiento mas simétrico con respecto a la



Scientia et Technica Afio XV, No 48, Agosto de 2011. Universidad Tecnolégica de Pereira. 243

dinamica de los valores propios, ya que en este caso
el eje imaginario no es privilegiado.

A continuacion definimos el concepto de
estabilidad  topologicamente  (geométricamente)
estructuralmente estable el cual puede ser encon-
trado en [5].

Definicion 8: Si X*(A), entonces la Ct-norma de f
se define como

| £]l, =sup| f (x)|+sup|f'(x)|
XeA XeA

donde|’|denota la norma euclideana sobre [ ", y
H|[]H denota la norma usual matricial. La funcién
|- X*(A) = define una norma y el conjunto de

funciones X'(A) acotadas con la norma Ct-norma

es un espacio normado completo (espacio de
Banach). Nosotros usamos la C*-norma para definir
la medida de la distancias entre cualesquiera dos

funciones campos de X*(A).

Definicion 9: Considere el sistema dindmico
diferenciable (X,¢,0J) y la vecindad Ac M . Un
campo f e X*(A) se dice topoldgicamente
(geométricamente)  estructuralmente estable, si
existe un £ >0, tal que paratodo g € X*(A)con

”f _g||1<‘c"

f y g son topol6égicamente (geométricamente)
equivalente sobre A.

Si el sistema es estructuralmente estable en el
sentido de la definicion 9, éste puede ser utilizado
como un modelo matematico del mundo real, y por
lo tanto puede esperarse resultados satisfactorios, ya
gue pequefias perturbaciones no cambia el
comportamiento cualitativo de la solucion.

1. CONCLUSION

Se ha demostrado la existencia de un criterio de
. . . 2

equivalencia de flujos de clase C° el cual puede

diferenciar no s6lo formas topoldgicas si no también

formas geométricas (de nodos, focos y sillas
topoldgicas). Esto resulta importante en el estudio de la
dindmica no-suave donde se ha observado, que la
estabilidad y la atractividad de ciertos conjuntos
invariantes depende tanto de la componente real como
imaginaria de sus valores propios de la linealizacion del
sistema.
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