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SIMULACION CON CIRCUITOS ELECTRONICOS DE LA PRACTIC A DE
LABORATORIO DE FiSICA Ill: PENDULOS ACOPLADOS

Electronic Circuits Simulation of the Practice of fhysics Laboratory Ill: Coupled Pendulums

RESUMEN
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Matlab®©, la simulacion del circuito disefiado en la heiigataProteu®, y las
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1. INTRODUCCION

Uno de los principales objetivos del curso de Latmio

de Fisica Ill para ingenierias, consiste en intcadal
estudiante en el campo de los sistemas dinAmicadede
la perspectiva de los montajes fisicos oscilatpnmges
estos son bastante comunes en la naturaleza [dja P
cumplir con este objetivo, se plantea la préactiea d
péndulos acoplados, la cual consiste en dos cuerpos
suspendidos de cuerdas independientes, pero aosplad
mediante un muelle elastico. Durante el desarrdéb
laboratorio, el estudiante debe medir la constaléstica
del resorte y tomar varias muestras del periodo de
vibracién del sistema, con el fin de obtener losdoso
propios de oscilacion de las masas, y determinfordea
analitica el valor de la aceleracion de la gravegada
posteriormente compararlo con el valor aceptadoH&f
otra parte, se debe realizar todo el analisis matieondel
montaje, iniciando con el diagrama de cuerpo lilye,
finalizando con la solucion de dos ecuaciones
diferenciales acopladas, correspondientes al roodel
matemdtico del sistema.

Dado que los sistemas dinamicos estan presenteseen
gran variedad de areas del conocimiento, es posible
construir circuitos electrénicos que permitanuar el
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arreglo fisico anteriormente mencionado; esto ddine

de facilitar la observacion del comportamiento
presentado por las masas durante el desarrollo del
fendmeno, realizar un analisis de estabilidad [3],
determinar la energia y el momento lineal [4], sediar

una etapa de control que permita establecer logem
para el movimiento de los cuerpos.

Este tipo de simulaciones contribuye al mejoranoiefet
proceso de aprendizaje adelantado por el estudiaumes
logra integrar gran parte de los diferentes comsept
aprendidos durante la estudio de la ingenierianansola
experiencia, alcanzandose asi una apropiada axionl
entre la teoria, la simulacién y la practica.

Este trabajo presenta los resultados obtenidoisefar y
construir un circuito electronico basado en
amplificadores operacionales, que permite simular e
movimiento de dos masas acopladas por un resorte,
sujetas a dos cuerdas ligeras independientes dd igu
longitud. También se muestran las graficas
correspondientes al comportamiento de la posicétasl
masas en funcién del tiempo, construidad/atiab®; al

igual que las simulaciones en la herramiéihateu® de

los circuitos disefiados.
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2. ANALISIS DEL SISTEMA DE PENDULOS
ACOPLADOS

Considérese el arreglo fisico mostrado en la figlra

compuesto por dos cuerpos de masas y N,

m,X, + (Ig m, + ij2 -kx, =0 (6)

suspendidos de cuerdas ligeras independientes de En forma matricial:

longitud|, acoplados por un resorte de constante elastica

k.
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Figura 1. Sistema de péndulos acoplados.

Para iniciar el andlisis, es necesario realizatiajrama
de cuerpo libre del montaje fisico en cuestiérguall se
presenta en la figura 2.
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Figura 2. Diagrama de cuerpo libre para el sisteropuesto.

«-

Considerando que el angulo inicial es inferior &, 1

tal forma que el sistema se convierta en lineal, y

analizando las fuerzas ejercidas sobre el eje absene,
parala masa 1:

-Igmlxl +Ko, -x)=m% @
m, X +|gmlxl - k(X2 - Xl) =0 (2
leﬁ(lgmwjxl-kxz =0 @

Para la masa 2:

—lgmzx2 - k(x2 - xl) =m,X, (4

m, X, +|gm2x2 +k(x, -x)=0 (5)

9 -
ERHTA
0 m,| X%, —k gm2+k X, 0
I

Donde:

X
X5
X = dd2t)2(1 =q Variables de estado del sistema
_ A, _
*odet

Dividiendo la expresién (3) entmy, y (6) entrem,, se
obtiene:

o Kk
x1+|gx —E(xz—xl):o 7

. k
X2+%X2+E(X2—Xl):0 ©)

Comom,=my=m, se obtiene:

) K
><1+|g><1-5(x2 -%)=0 (9

. k
x2+|gx2+a(x2—x1)=0 (10)

Sumando (9) con (10):

(X1+X2)+%(X1+X2):0 11)
Sea: X =X +X,
Xl =% +X,

Rescribiendo (11):

>'<'1+|gxl =0 (12)
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Donde: (13)

-9
“=y

La expresion (12) corresponde a una ecuacion diceak
lineal homogénea de segundo orden, cuya solucion es

X, (t) = A sin(at +¢,) (14)
Restando (9) y (10), se obtiene:

oo 2k
(Xl—X2)+|g(X1—X2)—F(X2—Xl):O (15)
Sea: X, =X =X,

X, =%~ %,
Rescribiendo (15):
v 2k
X, +|3x2 +2X, =0 as)
>'('2+(g+2—ij2 =0 17)
| m
La solucién de (17) es:
X, (t) =A sin(a)zt + ¢2) (18)
Donde a)z2 = 9 + 2—k (19
I m

3. DESARROLLO DE LA SIMULACION

Con el fin de concluir a partir de la comparaci@nlas
curvas obtenidas durante las diferentes etapasade |
simulacién, primero se procederd a encontrar las
expresiones analiticas que describen las posicibeéss
masas en funcion del tiempo, utilizando el software
Matlab©. Después, se procedera a disefiar el circuito que
simula el sistema, para finalmente obtener lasasude
salida en el osciloscopio.

3.1 SOLUCION MATEMATICA DEL PROBLEMA

En la practica de péndulos acoplados, realizadéraden
del curso de laboratorio de Fisica lll, los valotigécos
para las constantes, y con los cuales se realizara
simulacién, son los siguientesg=9.8m/$, |=2m,
k=4.5N/m, m=1kg.Para las condiciones iniciales, se
pueden emplear los siguientes dateg0)=2m,
X2(0)=-2.5m, % (0)=0m/sy X, (0)=0Om/s Si bien estos
valores son demasiado grandes para el sistema,fisic
pues no permitirian realizar la aproximacgamw=0, son
escogidos con el fin de obtener sefiales de terc#on
amplitud reconocibles por el osciloscopio, ya qamres
muy pequefios se confundirian con el ruido. En \dsta
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que las condiciones iniciales no influyen en ladiencia

de oscilacién del sistema (ver ecuaciones (13)9)(1
sino Unicamente en la amplitud, es posible conaidpre

las tensiones obtenidas seran anélogas a las estal
experimento real, en el cual la amplitud tipicale8.2m

Asi, es posible considerar que la masa uno pariende
posicion de0.2m mientras que la dos lo hace desde
-0.25m Esto quiere decir qu@.2mequivaldran &V en

el circuito, mientras qué.25mcorresponderan-2.5V.

Reemplazando estos datos en las expresiones @)y (
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales emy y x,:
(20)
(21)

Las figuras 3 y 4 presentan las formas de onda
correspondientes a las posiciones de las masa2 é&ny
funcion del tiempo, respectivamente. Estas gréficas
fueron construidas al resolver el sistema de eounasi
diferenciales (20) y (21) enMatlab©. Nétese que la
masa uno inicia su movimiento &éh mientras que el
segundo cuerpo lo hace desg.

Expresién para la posicion de la masa 1 en funcién dal tismpo

0 1 4 1

Tiempo (5)

Figura 3. Grafica de la expresion que determingokicion de
la masa 1 en funcién del tiempo, para el sistemaételulos
acoplados con los valores propuestos.
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Figura 4. Imagen de la funcién que establece liigosde la
masa 2 en términos del tiempo, para el arreglo éwlydos
acoplados con los valores dados.
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3.2 DISENO DEL CIRCUITO ELECTRONICO Y
SIMULACION EN EL PROGRAMA PROTEUS'

En vista de que la derivada es una operacion |iresal
posible construir una red con amplificadores
operacionales que entregue a la salida la solug&n
sistema dado por las ecuaciones (20) y (21). Psicase
procederd inicialmente a disefiar el circuito pama |
expresion (20):

.47 9
X+ ? X~ E X, = f(t) (22)

. 47 9
R L

Donde u(t) es una fuente de excitacion que representa

cierta fuerza externa que podria aplicarse sobmeaka 1
en el sistema de péndulos acoplados.

Definiendo los coeficientes constantes de la exjmes
(23):
9 47
a, =1, Q=7 . b b=

Ahora se calcula la sumatoria de coeficientes iposit

A:a0+a1:1—21

De igual forma, para los coeficientes negativos:

B=b, =2/
5

Posteriormente, se calcula la resistencia anttegiara
el circuito por medio de la siguiente tabla [5]:

Al R R R, R | R
>0 R R Ry NZ
® A a, b, i
Rf Rf Rf
<0 — AT 0 aj bj /\ZI
Rf Rf

Tabla 1. Parametros de disefio para el circuitoQmimp?
Donde:

! para mas informacion acerca de la implementacio@ple
Amp en la solucion de sistemas lineales, véase IRiis
Avendafio, Sistemas Electronicos Analdgicos: Un Enfoque
Matricial, Primera Edicién, UTP, 2007, Pag. 101-112.

2 Luis E. Avendafio,Sistemas Electronicos Analégicos: Un
Enfoque Matricial Primera Edicion, UTP, 2007, Pag. 100.

A =A-B-1
R, : Resistencia anti-estrés entréwtierra.
ﬁo: Resistencia anti-estrés entreyMierra.

R].: j-ésima resistencia por la cual ingresaran los

voltajes correspondientes a los coeficientes puositde
la ecuacion a, ).

Rj: j-ésima resistencia por la cual ingresaran los

voltajes correspondientes a los coeficientes neamiile

la ecuacién b ).

R; : Resistencia de realimentacion del circuito.

a;: Coeficientes positivos.

bj : Coeficientes negativos presentes en la ecuacion.
/\: Operador constant A =sup@, B + ZI.,||AT ||)

Z, . Impedancia de entrada del circuito.

CalculandoAy:

R, =AZ;, A=supAB+1|A)
Con un valor tipico de 10kpara £
_ 49

152
A =su y—
p(lf 5| 10
R, =5—210k§2=104k§2
104kQ

_52
5

1(141@ 1040, R, = : —~ 1040
- / 1C 49

104Q 520
R, = =500, R - _104Q 2;)8kQ

4% 47 2 %

Ahora, para la expresion (21):

. 47 9

+ 0%, ——x, = u(t 24
X, 5 X, 2X1 H(t) (24)
. 47 9
X, =,U(t)‘€xz+§><1 (25)

Repitiendo el procedimiento seguido anteriormeasta
vez para el disefio del circuito correspondienteaa |
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expresion (25), se obtienen los siguientes valales
resistencias: 1 n ,
1040 . - ) ) 1 1
R, =104Q, R, =—"7kQ, R, -, A T T A T T TR T A
“ LA
104kQ 208 | ‘ - { {
R, == =104Q, R =="kQ 1 | , IR
1 =g NI
520 I | | ]
R =-2 I I 1!
2 47 1 1 (A iR |
. 1 [ | l
T T
El circuito disefiado se presenta en la figura 5 La *1 fI | jl ', i fJ
figuras 6 y 7, muestran los resultados obtenidos al f B '5 | 1 f T )
realizar la simulacién en la herramienroteu®, fl lif I i "'. 1 f
correspondientes a las posiciones de las masa2l y 1 / 1l il { {] ']
respectivamente, para las condiciones inicialeaslad i \ | Vv y
3.3 MONTAJE DEL CIRCUITO DISENADO L
En la figura 8 se muestra el montaje del circuito e e =] s
diseflado, para el cual se utilizaron amplificadores VDV 30000my 500V 500V 500V
operacionale3L084[6]. Las figuras 9 y 10 contienen las el st S ay ot
formas de onda correspondientes a las posicionéasde Coupling DG on on o
masas 1 y 2 respectivamente, obtenidas en el bkt —_
osciloscopio. Souce  Trace Soiics  CrEAnELA
Positon  0.00 S Level 0.00V
SIDiv 1.008 Coupling DC
Edge Rising

Mode Auto
Figura 6. Grafica correspondiente a la posiciéfadmasa 1 en

funcién del tiempo, obtenida en el simulaifyoteu®.
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Channel A Channel B Channel C Channel D
V/Div 300.00 mV 300.00 mV 5.00 V 500V
Offset  0.00V 0.00V 2000V 60.00 V
Invert Normal Normal Normal Normal
Coupling  DC off off off
" Horizontal Trigger
Source Trace Source Channel A
Eia ‘H I=--- 1 I Positon  0.00S Level 0,00V
52 S/Div 1.008 Coupling DC
Figura 5. Circuito implementado en el prografateus. oo

Figura 7. Forma de onda para la posicion de la n2asm
términos del tiempo, obtenida en el simulaBooteu®©.
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Figura 8. Montaje del circuito disefiado.
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Datablock
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308 : : Time
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-1.92

292

392

160s 2s/Div
Figura 9. Imagen obtenida en el osciloscopio parpdsicion
de lamasa.l

i Input B

Datablock
Name = Input B
: : Date  =13/01/1995
300 : : Time  =09.4513pm
: : Scale =1 V/Div
¥ At50% = 0.00Y
XScale =2 s/Div
XAL0% =-160s
XSize =238 (238)
Marimum = 2,28V

[Minimum = -2,60 V/
— Cursor Values ——
3

0,00V X1 3
X2: 1264s
dX: 9/
EU I B - B -

-4,00

1.60s 2s/Div
Figura 10. Imagen obtenida en el osciloscopio fafosicion
de la masa 2.

4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Desde el punto de vista pedagdgico, la simulacién d
sistemas dinamicos mediante circuitos electrénipos
contienen amplificadores operacionales, permite al
estudiante de ingenieria observar las similitudes
existentes entre algunos de los sistemas lineatsemes

en diferentes &reas del conocimiento. Esta sitnacio
favorece el aprendizaje integral, pues en unapéleica

es posible realizar un andlisis mateméatico de siersia
determinado, llevar a cabo su simulaciéon a través d
herramientas informaticas, para finalmente constni
circuito que permita la observacion del fenémeno.

Por otra parte, este tipo de experiencias permite
introducir los conceptos propios de la teoria detrod,

por ejemplo en el caso en el cual se desea maniener
posicion de las masas dentro de un intervalo
determinado.
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