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Suma n-ésima de los coeficientes polinomiales enaufuncion generatriz

Nth sum of polynomial coefficients in a generatingqunction
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ABSTRACT

In this work we show a result about the coefficients of the polynomial functions
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which converge toward a certain type of infinite series. This result is related to
an expression for the nth sum of these coefficients and demonstration of its

validity.
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1. INTRODUCCION

Se sabe que en el desarrollo del binoiio- a)™ se
encuentran ciertos coeficientes llamadoseficientes

binomiales, los cuales se denotan conf§), que en
WS

realidad es una manera de representar los cocientes
n. parak = 0, 1,...,n. Este hecho se expresa

klin—1)"
simbélicamente  como  (y = a1 = S (™) an .

' L=~
Estos coeficientes forman el llamado Triangulo de
Pascal, cuyas primeras filas, aparecen enseguida en
figura 1.
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Fig. 1 Triangulo de Pascal generado por los c@afies
binomiales y la suma de sus filas

1.1 El triangulo de Pascal y la suma de sus filas
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Otro detalle que se observa en la columna dereeha d
figura 1 son las sumas de las primeras filas dmhdulo
de Pascal, por ejemplo la suma de los términos dial
7,estoes, 1+ 6+ 15+ 20 + 15 + 6 +1 = 64°=Eh
general para la fila n, es decir los coeficientaseé
desarrollo del binomio a la n, se puede demosgtrar

(0)+()+ () (2

. A,

simplemente sustituyendo= 1 ya = 1 en la férmula del
binomio.

1.2 Series de potencias y funcién generatriz
Sea {a@} una sucesién de nimeros reales y sea la serie de

potencias g(z) :Zanzn, si resulta que ésta serie
n=0

converge absolutamente en cierto intervalo (-R,yR)
ademas se conoce la expresion de g(z), entonqgasede
evaluar la funcién y cualquiera de sus derivadas en
valores de z que satisfagan |z| < R. A la funci@h s le
conoce como funcion generatriz de la sucesigp Yya
esta funcion define la transformada geométrica de a
denotada Z[d = g(z). Un ejemplo clasico que sirve de
base para obtener otras series de potencias agmgus
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derivadas es la funcibn generatriz o transformada
geométrica de la sucesiéon)fa= {1, 1, 1, 1, 1,...}. Esto
es,

Q(Z)—Zz _||msz_|Im n+l_1_ L
-1

n-o n-e _1—2

Se tiene entonces el siguiente resultado basico

;sifzl<1

i "= (1)

n=0

Se puede obtener la funciébn generatriz para otras
sucesiones a partir de esta simplemente derivando ¢
respecto a z y luego multiplicando por z a ambados

de la igualdad. Asi, si se deriva (1) y se multgoi
ambos miembros por z, se obtiene,

S z ;sifzl<1. (2)
Z:;‘ (l a-2?
Al derivar (2) y multiplicar por z,
< 2_n Z +z . <
zn N = ;Siz| < 1. 3
S -2
Si se deriva (3) y se multiplica por z,
inazn :w sifz] < 1. 4)
=} 1-2°
Derivando (4) y multiplicando por z,
in"z” 2 +112° +112° + z . siz| < 1. (5)

= 1-2°

A partir de los resultados (1) a (5) se puede torge
una férmula genérica para las funciones generatiies
la forma {a.} = {n}, es decir una férmula genérica para

la expresiénznkzn de la forma:

n=1

0

3 1 ¢ : i

k — =

e 1-2" Zlakmzm, k=1,2;siz|<1.
m=

n=1

(6)

Los coeficientes a,,3,, 48, SONn constantes a

determinar explicitamente. En un trabajo anterddr $e
demuestra la validez de la expresion (6), se obtiera
férmula para determinar los coeficientes asociades
manera explicita, asi mismo se muestra que estos
coeficientes forman un triangulo numérico. En este
trabajo se demuestra que la suma de los térmmoada

fila del triangulo numérico mencionado arriba es un
factorial.
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2. CONTENIDO
2.1 Coeficientes Polinomiales y un triangulo numéco

Teorema 1. Lla serie inkznconverge para |z] < 1 a

k = 1, 2,... con

(1 Z)MZ kmZ m’

=(k-m+ l)a(k—l)(m—l) My gy
Demostracién Ver [1]

Los coeficientesa,,, obtenidos mediante la expresion
(kK=m+Day yq +May y, Para los polinomios de z en

los numeradores del lado derecho de la igualdaa ced
que se deriva y se multiplica por z forman un giflo
numérico como el de la Fig. 2

Qg1 Gra Oz [

Fig. 2 Triangulo numérico generado por los coefitds A

Cada fila k del triangulo es obtenida con los téaomide
la fila anterior k=1 asi: En la fila k hay k+2 n(noe
incluyendo los ceros de los extremos y en la filahay
k+1 ndmeros de la forma

a((—l)o’a(k—l)lia(k—l)Z"' y se tiene que

= (k- m+1)a(k -y T Mg ym

A -1k-1) » Ak

param=1, 2,....k con

a(k_l)0 =8y = 0. Por ejemplo si se quieren obtener

los coeficientes de la quinta fila el procedimieeto el
siguiente: Los términos de la fila 4 sep, =1 a,, =11

a,, =11 a, =1.Con estos se obtiene los términos de la

fila 5 considerando que = 0.De modo que

40 = Qs

a;, = (6-1+Da,, +a,, = 50)+1=1,

a,, = (5-2+1a,, +2a,, = 41 + 2(11) = 26,
=(©-3+Da,, +3a,; = 31D + 311 =66
=(©-4+Da, +4a,, = 20D+ 4(1) = 26

ags = (5-5+1)a,, +5a,; =1(1) +5(0) = 1.

2.2 El triangulo numérico y la suma de sus filas
Una propiedad interesante de este Tridngulo se tarel
siguiente teorema.

Teorema 2.La sumade los términos de la n—siniida

del triAngulo numérico anterior es igual a n!, es
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. n . 7z .
decw,z a, =n donde los términog,, son de la forma
k=1
ay =(n—k+Dag iy +kagy CONa, =a, =1.

n

Demostracién.Para el caso n = 1, se tiene 1 = 1!; para n
=2,1+1=2=2)paran=3,1+4+1=6%3
Supdéngase que se cumple hasta el caso n — 1. £sto e
n-1

Za(n_l)k =(n-1)!. Con esta hipétesis en mente
k=1

considérese ahora el caso siguiente a n — 1. Rtoa e
obsérvese que

n
Zank =apan +[(n _l)a(n—m + 2a(nf1)2] + [(n - z)a(nﬂ)z + 3a(m1)3] e
k=1

+[28-0- + (N~ D10 ] + Byey - Al TEAGTUPAr esta
expresion se obtiene
Z Ay = [a(n—m +(n _1)a(nf1)1] + [Za(n—l)z +(n- Z)a(rm)z] +oo#[(n _l)a(n—l)(n—l) + a(n—l)(m)]

k=1

De modo que factorizando los dos sumandos en cada
corchete se obtiene

[apan + (N=Dag ] +[28,0, +(N=2)a ]+

n-1
+[(n _1)a(n—1)(n—1) + a(n—l)(n—l)] = I’lz A pyk
k=1

n(n-1)!
!

Y se ha demostrado que la suma de los términoa de |
sima fila del triangulo numérico generado con los

términos @, mediante una expresion de la forma

ay = (N—K+Dag ey +Kagy CON 8y = 8y, =1 es
igual a n!. ]

3. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se ha logrado hacer una analogia con un hecholigad
desarrollo de la potencia n-ésima de un binomio. La
analogia es el hecho que es posible determinania sle

los términos en una fila cualquiera del triangulonérico

n

de la Fig. 2, mediante la expresmﬁ:ank =n que
k=1

involucra los coeficientes polindmicosa,, generados

con la formulaa, =(n-k+Dag, ;) +Kagy €ON

-1k
a'nl = a'nn =1
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