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IANTE EL ALGORITMO GOERTZEL

Alternative Frequency Analysis of the FFT Using Gaertzel Algorithm

RESUMEN

El analisis en frecuencia permite extraer inforfdacjue no es evidente
mediante la simple observacion de una sefial ertieehpo. La
transformada discreta de Fourier (DFT) es la restpusatural e inmediata
a la transformada continua de Fourier en el murgitati (CFT), pero con
limitaciones de tiempo de ejecucion debido a lsi tatal ausencia de
optimizacion de dicho algoritmo. La transformadgiada de Fourier (FFT)
resuelve esta limitacion en tiempo mejorando de ersarmportante el
tiempo de calculo consumido por la transformadereta (DFT), pero deja
la puerta abierta para la implementacion de vaes a la transformada
discreta de Fourier (DFT) para propdsitos espeaxsfic

El algoritmo Goertzel es un filtro digital derivadle la transformada
discreta de Fourier (DFT) que puede detectar lasipomentes de
frecuencia especifica en una sefial, sin analiziar ¢b espectro, resultando
en un menor tiempo de ejecucion. Este algoritmdeegran utilidad en el
manejo de los tonos DMFT (Dual-Tone Multi-Frequéncgda vez mas
usados en los sistemas de reconocimiento de tosaedos por las
compafiias para prestar o vender servicios a trdgételéfonos fijos o
celulares.

PALABRAS CLAVE: algoritmo, analisis, DFT, DMFT, HE frecuencia,
Goertzel, programa, transformada.

ABSTRACT

The frequency analysis extracts information that is not evident by simple
observation of a signal in time. The discrete Fourier transform (DFT) is
the natural and immediate response to the continuous Fourier transformin
the digital world (CFT), but with limited runtime due to the almost total
absence of the optimization algorithm. The fast Fourier transform (FFT)
solves the limitation in time improving significantly the computing time
consumed by the discrete transform (DFT), but leaves the door open for
the implementation of changes to the discrete Fourier transform (DFT) to
specific purposes.

Goertzel algorithm is a digital filter derived from the discrete Fourier
transform (DFT) which can detect specific frequency components in a
signal without analyzing the whole spectrum, resulting in a minimum
execution time. This algorithm is useful in managing DMFT tones (Dual-
Tone Multi-Frequency) increasingly used in the tone recognition systems
used by companiesto offer servicesvia landline or cellular.

KEYWORDS: algorithm, analysis,
Goertzel, program, transform.
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1. INTRODUCCION

El algoritmo de Goertzel es una técnica para el
procesamiento digital de sefiales (DSP) el cuailtifilea

las componentes de frecuencia de una sefial. Este fu
publicado por el Dr. Gerald Goertzeh 1958.

Goertzel es un filtro digital derivado de la traorsfiada
discreta de Fourier (DFT) que puede detectar

digitales.

conmutacién telefénica digital
puedan identificar los tonos caracteristicos gefwera
cuando un numero se marca en el sistema. Estasagcn
de procesamiento digital
actualmente en algunas modernas centrales telagnic
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con tecnologia DSP

de sefiales se emplea

componentes de frecuencia especificas en una sefal,
como por ejemplo para permitir que los circuitos de
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2. DEFINICIONES

2.1 La Transformada Discreta de Fourier

La transformada de Fourier descompone la sefial ¢t@amo
suma de en senos y cosenos de diferentes frecagncia
amplitudes desfasadas en el tiempo.
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En las aplicaciones de ingenieria y tratamiento de
sefiales, se considera el proceso de manera digcneta
continua, puesto que los sistemas de adquisicidaties
operan de manera digital[1].

La ecuacién 1 presenta la definicién de la tramséata
discreta de Fourier.

N-1

(k) = Z (n)el™ S

n=0

Ecuacion 1 . Definicion de la DFT.

N = Corresponde al nimero total de muestras
n = Es la enésima muestra original
k = Es el késimo término de la DTF

2.2 Deduccidn del algoritmo de Goertze[2] [3] [4] [5]
El algoritmo de Goertzel parte de la definicién lde
DFT, por lo que se procede a realizar, inicialmente
reescritura de la ecuacion 1 para la DFT :

Si se define a:

—2nk

Wk = (=7

W] = [6( =27k )J} "

—2mkn
N

Whe — (R

Por lo que la ecuacién 1 resulta nuevamente como la
ecuacion 2, una vez reescrita:
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N-1

w(k)y =" w(n) 1]

n=~0

N—-1

Z w(n) W N

n=0

(k) =

N—-1

w(k) =Y w(n) Wyt

n=>0

Factorizando se llega a la ecuacion 4.

N-1

;l:(ﬁ.') = Z '-if(Tl)nV;k(N_m

n=0

Ecuacién 4. Reescritura de la ecuacion correspotalie
la DFT haciendo uso de la identidad de Euler.

Si se desarrolla la sumatoria resultante en 4btere la
expresion:
a(k) = (O V0 o ()W W  FV R (vt V)
(k) = w(O)WFHN pa (WENWE +a@QWFN W a(V -DW
2(k) = 2(0) + 2()Wh + 2 ()W + .. +2(N - )W5*

Factorizando, se llega a ecuacion 5:

a(k) = {[(aOWF + D] Wi +a@WE + . eV - D"

Ecuacién 5. Expresion de la DFT como sumas quariéev
a la expresion general el ecuacion en diferencias.

Expresando como una ecuacién en diferencias la
ecuacion 5, se tiene la ecuacion 6:

y(n) = H'—;ky(n — 1)+ =(n)

Ecuacién 6. Expresién en ecuacién en diferenciakde
DFT.

N-1

x(k) = Z a( n)T-T-"ﬁ.v”

n=0

Ecuacion 2. Reescritura de la definicion de la DFT

Como:

Wiy = Wk = {A%iiy‘w — TR _ (-2
Y desarrollando mediante la identidad de Euler:
el =2R)I = cos(—27k) + sin(—27k)j = 1

Se puede notar, entonces que:

IT,“{' EN — 1

Ecuacion 3. Identidad de Euler

Donde y(n) representa la salida y y(n-1) la sadidgerior
y x(n) la entrada. Aplicando la transformada Z a la
ecuacion 6 en diferencias, se obtiene:

y(z) = Wiry(2)Z7! + 2(2)
ylz) — ]T";ky(..;-)Z_l =m(z)
y(z) [1—Wg*Z™1 = 2(2)

De la donde la funcion de transferencia result@stéa
ecuacion 7:

(=) 1
Coa(z) 1-Wtzt

H(z)

Haciendo uso de la identidad de Euler, presentada e
ecuacion 3, sobre la ecuacioén 2 se obtiene:

Ecuacion 7. Funcién de transferencia de la DFT amedi
su desarrollo en la transformada Z.

Multiplicando el numerador y el denominador de la
funcion de trasferencia de la ecuacién 7 por:

1-whkz!
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Se llega a:
H(:) = y(z) _ 1-Wwkz-1
2(z) (1= WFrZTH(1 - Wz
Hz) = 1-Wwhkz-!
Tl [(WRR W)z - 27
Wk o-1
H:) 1-WkZ

T 1 [lcos(ZE)Z-T = Z72)]

Asi, se llega a la ecuaciéon 8 que correspondelted fi
derivado del algoritmo Goertzel:

B 1-wkz-!
© 1—2cos(&ryZ-1 4 72

(=)

Ecuacion 8. Funcién de transferencia de la DFT
desarrollada.

N 50 e
/ p»

X(n) /,—
N

2*Cos (21k/N) W
A 1 |
|/ N

z =~

4R

-1

%](_ -

Figura 1. Diagrama del filtro IR del algoritmo Gteel
de la ecuacion 8.

Llevando la ecuacién 8, nuevamente, a su expresion
diferencias, se tiene la ecuacién 9, que resultause
expresion en diferencias del algoritmo:

TR

2
{1 — 2 cos(

127+ Z’Q} H(z)=1-Wwkz™1

Qﬁf\‘jy(n 1) 4 y(n—2) =a(n) — Whka(n —1)

y(n) — 2 cos(

Ecuacién 9. Ecuacion en diferencias del algoritneo| d
Goertzel.

Con el objetivo de implementar el algoritmo, la @ddn
9, se descompone como las ecuaciones 10 y 11.

S(n) = x(n) + 2(‘0:5(?);/01 —1)—u(n—2)

Ecuacién 10. Elemento S(n) del algoritmo.

Y(n)=S(n) - Whe(n—-1)

Ecuacién 11. Elemento Y(n) del algoritmo.
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3. Implementacion del Algorimo en Matlab 7.6

En este apartado, se implementa el algoritmo qcraifee
utilizar el algoritmo de Goertzel. A diferencia d@IDFT,

la cual busca todas las frecuencias existentes, el
algoritmo de Goertzel pretende verificar la existarde
ciertas frecuencias previamente conocidas sin zegali
todos los calculos. Esta aplicacién es altameritemita
deteccion de tonos DMFT usados en muchos sistemas
telefonicos de servicio automético de respuesta par
recargas de telefonia mdvil, transacciones bargaria
servicio al cliente.

Para efectos del algoritmo, las ecuaciones 10 el
deben reescribir como las ecuaciones 12 y 13 apsyad
en el diagrama del filtro IIR de la figura 1.

¢ .

il

Sk(n) = x(n) + 2cos( Z\f\ )Sk(rn—1) — Sg(n — 2)

Ecuacion 12.

Yi(n) = Sp(n) — Wk Si(n —1)

Ecuacion 13.

La ecuacién 14 calcula la DFT del k-ésimo térnpaca
la frecuencia buscada,E.agaCON una frecuenciayestreo
de una sefal de N muestras:

L=N szzsendu
Ijﬂfuestreo

Ecuacion 14. K-ésimo término de la frecuencia buaca

Para la implementacion se deben considerar que los
valores de Sk(-2) y Sk(-1) son cero. El procesaedse
repetir hasta recorrer todos elementos N de lalsefia
digital a explorar.

function x=goertzelmio(senal, fbuscadas, fmusstreo, puntos)

% Algortimo Goerz para la deteccidn

%de frecuencias especificas

smediante filtrado

for fevaluada=fbuscadas
N=puntos:

k=round |fevaluada*l/fmusstreo) ;
theta=2*pi*k/N;

realWl = cos(theta):

Wkl=-exp (-theta*]j):

skl = 0O;
sk2 = 0:
n=1:
while (n<N)
sk = senalin) +Z*realW*skl - skIZ;
vh=sk-Wkll*skl;
sk2Z = skil;
skl = sk:
n=n+1;
end

magnitud (fevaluada) =absivk) ;
end

x=magnitud;
end

Filgura 2. Codigo en Matlab del algoritmo Goerzelmio

La figura 2 deja ver el cddigo del algoritmo détrdi IR
Goertzel en Matalab 7.6
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4. Ejemplo de Implementacion en la deteccién de
tonos DMFT
4.1 Generador de tonos DMFT

Los tonos DMFT son la suma de dos funciones
cosenoidales de diferentes frecuencias. En ladi@use
ilustra la combinacién de frecuencias sobre unaticl
digital. Algunas de las teclas no son de uso comém

se dejan como referencia ya que pueden usarsetis 0
propdsitos de codificacién en aplicaciones de psitpo
especifico. La ecuacion 15 muestra como la sunlasle
funciones cosenoidales generan los tonos DMFT.

T(t] = (wfmt:gﬁ_fr:olumnc:} + (-’f)“:‘!(Qﬂ.fFfI(: J

Ecuacién 15. Funcion generadora de tonos DMFT

Frecuencias de las Columnas

'
1209 Hz E 1336 Hz 1477 Hz | 1633 Hz
'

1]@[2][3][A]
J(s ) (e J(8)
JCe J (Lo JCc)

697 Hz

1770 Hz

[
[
852 Hz [
[

S

-~

Frecuencias de las Filas

*

941 Hz

| NS 5

Figura 3. Teclado con combinacion de frecuenciaa jaa
generacion de tonos.

La figura 4 ilustra el detalle de los primeros sgtjundos
del tono generado por el teclado de la figura 3apar
cuando la tecla 1 esta presionada. Este ha sidlugion
haciendo uso de la ecuacién 15 con una frecuereia d
muestreo fm=8000Hz. De igual forma en la figuras®,
entrega el codigo en Matlab que permite la simalade

un archivo de audio que se genera, se guarda erator
wav y posteriormente reproduce el archivo del tono.

08 ! i 1

I . L

AT T 0 A
oot oL L
e o b YL LY
ST R
anoib LY
il ] Ly
Ll o

Figura 4. Zoom al tono DMFT generado para la técla
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% Generador DTMF. Este produce un tono
% para la tecla mumsro 1

cle

£s51=£97; 5Fila

£32=1209:3Columnas

% Periodo de alta frecusncia
ts=1,/fs2;

% Frecusncia muestreo
fm=8000;

tm=1,/fm;

t=[0:tm:ts*1000] :
armonicol=sin(2*pi*fsi*t) ;
armonicoZ=sin(2*pi*fs2*t);

% 52 forza a gque la amplitud
% de la seshal no pase des -1,+1
tono=armonicol4+armonicol;

% S92 normaliza =1 tono a la unidad
tononorm=tono/max (tono+0.1) ;2

% 52 guarda =1 tono =n un Wav
WAVWELiCte (tononorm, 'miunc.wav') ;

% 52 lee =1 tono de un Wav
tonor=wavread (' miuno.wawv') ;

% PBeproduce la musstras sin leer wavw
% soundsc (tono) ;

[sonido_uno, fm, numbits]= wavread|'miuno.wav');
muestras=length (sonido_uno) ;

% Beproduce la senal guardada a

% la frecuencia desesada
wavplay(sonido_uno, fm)
duracion=musstras/fm;

tiempo=linspace (0,duracion,musstcras) ;
% Grafica la Sefial del tono
plotitiempo, tononorin)

xlabel (' Tiswpo (=)')

vlabel|'Volts (s3] ')

grid

Figura 5.

4.2 Ejemplo comparativo del algoritmo propietario ce
Matlab 7.6 y el desarrollado.[6] [7]

En la primera parte, se implementa el cédigo hakcien
uso de la funcién llamadgoertzelmio.m. Este ejemplo,
busca encontrar las frecuencias de 696 Hz, 770 Hz y
1209 Hz, dos de los cuales corresponden a la fecla
dentro de una sefal. Si estas son encontradase no s
recibe informacién sobre magnitud ni su fase,rselate
sobre su existencia al presentar un pico anteesepcia.
Este hecho hace dramaticamente importante la difiere
entre la FFT (Fast Fourier Transform) y el algoatm
Goertzel.
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Goertzel del Articulo
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401 .

400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400
Frecuencia Encontrada

En la segunda parte, del mismo ejemplo, se ejesluta
algoritmo pero usando la funcién propietaria dedat

Figura 6. Tonos detectados por el algoritmo Gokmipe
implementado.

La figura 6 permite apreciar los tonos detectadwsegb

algoritmo goertzelmio.. Esta grafica presenta picos solo

alrededor de los 700 Hz y 1200 Hz. Si se realizaaam

de detalle sobres estos puntos, se pueden ver efmr m

exactitud la lectura de las frecuencias buscadas.
En este ejemplo se ejecutan los algoritmastzelmio.m

y goertzel.m. Como ya se ha mencionado, el primero
corresponde a la implementacion de los autoresstie e

articulo y el segundo es propietario slghal processing

toolbox de Matlab 7.6. Las figuras 7a y 7b entregan el

cbdigo en Matlab.

% Ejemplo Goertzel Matlab

% Indices of la DFT para cada Frecuencia DMFT
k = round(fbuscadas/fmusstreo*l) ;

Se determina la hora del reloj interno del PC

o

antes de efjecutar =1 algoritmo
antes=clock;

m

Se ejecuta el algoritmo Goertzel

W

PROPIO de Matlab para gue busgues las
frec

vdft = goertzel (tonos,k+1):;

% Se determina la hora del reloj interno del FPC

2

% antes de ejecutar el algoritmo

cusncias de £97 Hz v 1209 H=.

despuss=clock;

.

% 32 mide el tiempo transcurrido durante

% la ejecucidn del algoritmo
pasomat lab=despuss-antes
estim £ = round (k*frmuestreo/N) ;
figure(2)
stem(estim £, abs (ydft))
®label (' Frecusncia Encontrada')
1 de Matlabk')

title (' Goertze

Figura 7b. Ejemplo usando Goerzel Matlab.

La figura 8 se puede comparar con la figura 6, miae
su similitud al rededor de las frecuencias encdasa

hlear all
cle

% Frecusncia de algunos

.

% de los tonos generados por el teclado (Hz

3ftonos = [&£87 770 852 941 1209 133& 1477]:
fmuestreo = 8000;

I = Z000:

% 52 genera un tono gue posee las frecuencias

% 897 Hz ¥ 1208 Hz (Tecla 1)

tonos = sumicos(2¥pi*[£97;1209] *(0:N-1) /fmusstreo) ) ;

% S5e determina la hora del reloj interno del PC
% antes de edecutar =1 algoritmo
antes=clock:

3

“

m

ejecuta =1 algorimo Goertzel

% implementado para sste articulo.

% Se implementa =1 Algorimo para gue busgue las
frecuencias de £87 Hz, 770 Hz ¥ 1202 H=z.
fhuscadas=[&27,1208 770]:
magnitud=goertzelmio (tonos, fbuscadas, fmusstrea, IT)

.

% Se determina la hora del reloj interno del PC

a

% despues de ejecutar =1 algoritmo
despuess=clock:

% 52 mide =1 tiempo transcurrido durante
% la e7

pasomio=despuss—-antes

.

% S92 normaliza la Salida

cion del algoritmo

magnitud=magnitud/max (magnitud) *100;
figures (1)

stem (magnitud)

#xlabel ('Frecusncia Encontrada')
title('Gosertzel del Articulo')

Goertzel de Matlab
1000 T T T T T

900 o] g

800 1

600 1

500 - B

400 4

200 B

100 - B

)

1 1 1 1 1 1 fnl
900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
Frecuencia Encontrada

0 1 L
600 700 800

Figura 8. Tonos detectados por el algoritmo Gokdes
Matlab.

Figura 7a. Ejemplo usando Goerzelmio.

Como estudio de caso, se realizé un comparativo del
tiempo de ejecucion entre el algoritmo Goertzelmio
Goertzel de Matlab 7.6, el cual retornd los valores
encontrados en la tabla 1. Los algoritmos se egeznten

una computadora portatil con procesador Pentium Dua
Core, 2 Gigas en memoria RAM bajo Windows Vista 7.
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Algoritmo Tiempo (s)
Goertzelmio de los Autores 0.0190
Goertzel de Matlab 7.6 0.0470

Tabla 1. Comparativo en tiempo de los algoritmos
goerzel.

5. CONCLUSIONES

El algoritmo Goertzel es una forma eficiente de
desarrollar aplicaciones que requieran la busqdedi
respuesta de un sistema ante cierta frecuenciaiéspe
Este no reemplaza, en todos los casos, a la tramsfla
rdpida de Fourier (FFT), pero si facilita, de maner
notable, su implementacion en dispositivos talesao
microcontroladores o FPGA’s para la deteccion de
frecuencias de tonos DMFT.

Los autores implementaron una version del algoritmo
gue bajo condiciones que no son de laboratorialtees
mas rapido que el entregado de manera propietaria p
Matlab 7.6.
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