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Resumen— En este trabajo proponemos utilizar el principio
de datos disponibles derivado del algoritmo NIPALS (Nonlinear
estimation by Iterative Partial Least Square) para trabajar el
Anédlisis de Componentes Principales (ACP) en presencia de
datos faltantes. Esta propuesta es importante puesto que no
realiza imputacion de datos, ni se descartan individuos de la base
datos; el método propuesto trabaja con los elementos pares
disponibles para conformar las matrices de cuasicorrelacion en
RP y en R™; la descomposicién espectral de estas matrices permite
a través de las relaciones de transicion realizar un ACP
convencional. Del estudio de simulacidon realizado se encontro
que a medida que aumenta el porcentaje de datos faltantes
disminuye la inercia explicada en el primer plano factorial. Se

desarroll6 el algoritmo de solucién bajo el entorno de
programacion R y se anexa el codigo para uso libre.
Palabras claves—ACP, datos faltantes, datos disponibles,

NIPALS, relaciones de transicion.

Abstract— In this paper we propose to use the principle of
available data derived from the NIPALS (Nonlinear estimation
by Iterative Partial Least Square) algorithm to work on the
Principal Components Analysis (PCA) in the presence of missing
data. This proposal is important since it does not perform data
imputation, nor are individuals discarded from the database; the
proposed method works with the available pairs to form the
quasicorrelation matrices in RP and in R"; the spectral
decomposition of these matrices allows through the transition
relations to realize a conventional PCA. From the simulation
study carried out, it was found that as the percentage of missing
data increases, the inertia explained in the first factorial plane
decreases. The solution algorithm was developed under the R
programming environment and the code is appended for free use.

Index Terms— PCA, missing data, available data, NIPALS,
transition relations.

I. INTRODUCCION

L Andlisis de Componentes Principales (ACP), es por
excelencia el método mas utilizado en analisis
multivariado de datos. De hecho, casi todos los demas
métodos multivariados, descansan en el ACP como es el caso

Este manuscrito fue enviado el 22 de enero de 2020 y aceptado 23 de junio
2021.

de los Analisis de Correspondencias, Canonico, Interbaterias,
Andlisis Factorial Mdltiple, STATIS, entre otros [1] Sin
embargo, en presencia de datos faltantes (NA) estos métodos
no funcionan, por lo que se requiere que se imputen los
valores omitidos, o se eliminen los registros comprometidos
con los NA. La imputacion de datos faltantes puede conducir a
resultados inestables [2].

Recientemente, los métodos PLS (Partial Least Squares) y en
especial el algoritmo NIPALS [3] presenta el principio de
“datos disponibles” para tratar de remediar esta situacion, sin
embargo, se evidencia que las componentes asi obtenidas
pierden la propiedad de ortogonalidad y por consiguiente
comprometen las relaciones de transicion.

En este articulo se presenta una solucion al problema del ACP
de una matriz de datos en presencia de NA, sin hacer
imputacién, usando el principio de datos disponibles y las
propiedades derivadas de las relaciones de transicion.

Siendo Z,, la matriz de datos completos estandarizados y
N, la matriz diagonal con los pesos de los individuos
generalmente 1/n, nos valemos del hecho de que la
descomposicién espectral (d.e) de la matriz de correlaciones
Z'NZ nos entrega los valores A, y vectores propios u, en
RP(donde @ = 1,2, ...,p). Andlogamente, en R™ la d.e de la
matriz N'/2ZZ’N'/? nos permite obtener los mismos valores
propios 4, Y los vectores propios v, € R™.

Usaremos las propiedades de transicion y el principio de datos
disponibles para conformar estas dos matrices simétricas, ya
que mediante descomposicion espectral (d.e) es inmediato el
calculo de los valores propios, las componentes principales,
las coordenadas de las variables y las contribuciones de
individuos y variables como elementos basicos para el ACP.

El andlisis de los resultados se debe realizar de la manera
acostumbrada sin perder de vista que estos fueron obtenidos
de la informacién disponible en una matriz de datos faltantes.

Observe que, con este procedimiento, se tiene una respuesta
metodoldgica rapida y eficaz al problema de realizar un ACP
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en matrices de datos incompletos. Se presenta el algoritmo de
solucidén bajo el entorno de programacion R [4], el cual a su
vez funcionara adecuadamente y de manera general en
matrices de datos con y sin datos faltantes.

El capitulo dos presenta las metodologias donde se describen
el ACP vy sus principales propiedades, el algoritmo NIPALS
con el principio de los datos disponibles. El capitulo tres se
refiere a los resultados y se muestra la consistencia en cuanto a
la conservacién de las propiedades derivadas del ACP con
datos faltantes. Finalmente, el capitulo cuatro recoge las
conclusiones y recomendaciones.

Il. METODOLOGIAS
Para garantizar la ortogonalidad de los factores derivados de
un ACP con datos faltantes, se propone a partir de las
relaciones de transicion conformar las matrices con datos
disponibles asociadas a los sistemas de valores y vectores
propios en RP y R™ respectivamente:

Z'NZu = Au
NY277'N1/2y = Qv

Este procedimiento garantiza los mismos valores propios A,
en cada eje a del mismo rango en ambos espacios,
conllevando la ortogonalidad de los vectores propios.

A. Analisis De Componentes Principales (Acp)

Con el ACP se obtienen representaciones sintéticas de un
conjunto de datos cuantitativos expresados en una matriz de
orden n.p describiendo las similitudes (distancias) entre
individuos, las correlaciones entre variables y las relaciones
entre individuos y variables, en espacios de menor (reduccion)
dimensién generalmente en el primer plano factorial [5,1].

La matriz inicial de datos brutos B,, con n filas (nube de
individuos) y p columnas (nube de variables métricas)
generalmente es transformada (centrada: X,,,, o estandarizada:
Znp) Y luego sometida al analisis de datos [6]. En el primer
caso su término general es x;; (iesima Observacion de la jesima
variable); note que un vector fila x; pertenece al espacio R? y
un vector columna X; € R™ con i = 1,...,n; j= 1,...,p.

1) Analisis de la nube de individuos

A i H 2 — 2
En el calculo de la distancia d; (b;, b;,) = X.jm;(b;; — by ;)
entre los puntos fila b;eb; , es posible considerar la
importancia de las columnas mediante las ponderaciones m;

que se encuentran en la matriz diagonal M simétrica definida
positiva? denominada métrica.

Haciendo® |=1i—i’entonces

Uy =< L1I>y=1UMl=d(ii").

Se generaliza el concepto de norma o distancia euclidea a
partir de M.

Definicion. La inercia (~varianza) como medida de dispersion
alrededor del centro de gravedad g = (b,,..,b,) para la
nube de individuos en el hiperespacio se define como

n
I = Z 1pid§4(i.g)

i=
Cada individuo posee su propio peso p;, pero en muchos

estudios estos se asumen uniformes, p; = 1/n, los cuales se
pueden fijar en la matriz diagonal N.

Generalmente, se analiza la matriz de datos estandarizados
Znp para evitar la afectacion de las variables debido a las
unidades de medida [7,8]. Asi, con datos de partida z;; =

b:i—b; . . . s

—— normalizados®, se puede considerar implicitas las
J

ponderaciones 1/sj2 en el célculo de la distancia, conllevando

como métrica M = I, con lo cual u'u = 1.

En este caso normado, la inercia total de la nube de individuos
respectoa g = (0, ...,0) en el hiperespacio est4 dada por

1
I, = XL, pid?(2,0) = X2 X 28 = X;v(Z) =
traza (Z'NZ) = p.

Esta inercia total se descompone en forma gradual y maximal
en p nuevos ejes u,, a través de la varianza generada por las
n proyecciones ortogonales contenidas en el vector ¢, =
ZMu, = Zu,. Geométricamente (Fig 1):

Fig 1. Proyeccion ortogonal del individuo i sobre u (z;. u =

2x'Mx = 0; es 0 (definida) sii x = 0, simetrica si x' Ml = I'Mx.

3 Para facilitar notacion algunas veces se denota un vector fila con
subindice i ; anadlogamente el subindice j para columnas.

“Observe que la estructura de correlaciones de los datos originales no
cambia al ser estandarizados.
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La coordenada de la proyeccion, i;, es el escalar que contrae
o dilata u hasta obtener la ortogonalidad pues,

(zi =) WPu) =0 > YPziu —Piu'u =0 =9, = zju.

El teorema de Pitadgoras aplicado a cada uno de los n
triangulos rectangulos del tipo Oz;y; en la Fig 2, conduce a la

relacion
n 2 2 2
i=1 i i

Premultiplicando por 1/n, y ya que %ZiOZiZ es la cantidad
fija (observada), minimizar %Zizizpiz (proyeccién 6ptima) es
equivalente a maximizar la cantidad %ZiOIPiz =y'Ny =

u'Z'NZu que es la inercia (varianza®) de la nube N,
proyectada sobre el eje de direccion u.

. 1 .
Buscar el méximo de ;Zi 0y, equivale a encontrar u tal que

maximice u'Z'NZu bajo la restriccion u'u = 1. Para el
lagrangiano L(u) = u'Z'NZu — A(u'u—1), la derivada
dL/0u =0, conduce a resolver el sistema de valores y
vectores propios

Z'NZu = u (2.1)

Asi, u'Z'NZu =21 es la inercia para maximizar y debe
corresponder al valor propio mas grande de la matriz de
correlaciones Z'NZ = R.

Sea u; en RP el vector propio correspondiente al mayor valor
propio A;; el subespacio en RP de dos dimensiones que mejor
se ajusta a la nube, contiene ortogonalmente a u,(uju, = 0)
con A, <A, bajouju, = 1.

Se busca de manera anéloga el mejor subespacio de dimension
q < p que recoja gradualmente y de forma decreciente las
proporciones de inercia proyectadas. La orientacion (signo) de
los ejes es arbitraria, pues no afecta la forma de la nube y
respeta las distancias.

El andlisis efectia una traslacion y rotacion alrededor del
origen y obtiene un sistema de vectores ortonormados u,,
, Up que pasan lo mas cerca de la nube; es decir, se
diagonaliza (descomposicién espectral) la matriz de
correlaciones Z'NZ = UDU'; U esortogonal (U'U =UU' =
I) conteniendo los vectores propios u, y D es diagonal con los

U, , ...

5Con variables centradas E(y,) =0 , v(¥,) = Y Ny, = A,; cada
componente explica una proporcion 4, /p de la variabilidad total, pues A, +
et Ap =p.

valores propios A, de R (semidefinida positiva). Observe
entonces que

traza(Z'NZ) = traza(UDU") = traza(D) = Z Adg =D
[24
=1,

Las coordenadas de los n puntos individuos proyectados sobre
el eje ‘candnico’ u, son los n componentes® del vector
(factor) Y, = Zu,el cual es una combinacion lineal
(subespacio generado) de las variables iniciales; Si a = 1,

1,01 = ullzl + U12Z2 + -+ ulpr

es la primera Componente Principal. Los pesos u,; asociados
a las variables, las ubicardn al lado del eje con mayor
correlacion y los individuos con valores méximos en estas
variables seguirén sus direcciones ubicandose en los extremos
correspondientes, y en sentido contrario aquellos individuos
con valores minimos.

2) Andlisis de la nube de variables

(Estandarizadas)

puntos

En R" el andlisis de los puntos variables con métrica N se hace
respecto al origen O, con lo cual estan a una distancia 1 del

origen, esto es d?(j,0) = TiLy~(z)* = j'Nj = lljlly = 1;
es decir, todas las variables estdn sobre una hiperesfera de
radio 1, ver Fig 2.

Fig 2. Proyeccidn de variables sobre el plano director

En el circulo de correlaciones (Fig 3), el primer eje esta
asociado con las variables Z; y Z, relacionadas inversamente;
y el segundo eje estd ligado basicamente a Z,. Note que Z,
afecta poco a los dos ejes.

¢ Las componentes principales también son denominadas variables
latentes.
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Procediendo en forma analoga a la nube de individuos, la
distancia h = j — k entre dos variables, ahora con métrica N
esta dada por:

. , 1
dI%I(]'k) =h'Nh = ?:1;(21']' - Zik)2 = 2(1 - 7}'k)l

lo cual implica 0 <d?(j, k) <4.

Z;

Z4
Z;

Fig 3. Circulo de correlacién en el plano 1,,

Dos puntos variables préximos indican que toman valores
muy relacionados en el conjunto de individuos; asi, el espacio
de las variables es una representacion de la matriz de
correlaciones.

En el hiperespacio de las variables, ahora con métrica N y
pesos’ M =1; se tiene la inercia I, =Y;dy(j,0) =
YjJ'Nj =%;v(j) = p, la cual se proyecta sobre el vector v
tal que
o =7ZNv (2.2)

con varianza @'M@ = ¢@'¢ = v'N'ZZ’'Nv a maximizar bajo
la restriccion v"Nv = 1. Esto implica diagonalizar la matriz
no simétrica asociada al sistema ZZ'Nv = Av . Sin embargo,
bajo la transformacion v = N'/2¢ se resuelve el sistema
simétrico

NY277Z'NY?p = Qv, bajo vv=1 (2.3)

3) Relaciones de Transicion

Realizando el cambio Y = N¥/2Z en (2.1) y en (2.3) se tiene
respectivamente:

Y’Yg =Au ; YYv=Av> Y'Yl(;y =AY'v

Asi,u =kY'v, yportanto uw'u =k*v'YYv=k1=1

estoes k = 1/v2; entonces

" Ya que la estandarizacion introduce los pesos de las variables 1/sz,
implica que luego se tome M = 1.

Ly = L

Anéalogamente, uvA =Yv , YuvA = YY'v setiene v =
Yu/vA tal que en el eje a

1 1
vy = —NY?Zu, =—N?y, , vER"

T e

Igual que en el espacio fila, se busca el eje mas relacionado
con el conjunto de variables originales que maximice la
inercia proyectada, obteniendo las coordenadas de las
variables proyectadas ortogonalmente sobre el o-ésimo de
direccion v, ; mediante (2.2),

1

@q = Z'NY?y, = JA_Z'NZua = Jlu, (2.4)
Retomando la parte central de (2.4), la coordenada de la j-
ésima variable es

1 b b1 Py

i =——ZN =ZL—ﬂ=cor W),

(pa] \/Z Ji lpa L Sj nm (] lpa)
Note que |@| <1,y que la coordenada de una variable es el
coeficiente de correlacién de la variable con el factor y,,. Esta
correlacion se lee directamente en el circulo a través de la
coordenada de la variable j en el eje a [5, 9]. Ademas,
V(Pa) = PaPa = Zj COTZ(lpoc'Zj) = Ao es maxima vy
corresponde a la varianza explicada o redundancia Rd(Z,..).

Otras relaciones de interés son:
1

1
Vo = Zuy =—ZZ'NY?v, = —Z@p, = JA,N?v,

Ve Ve
Observe que los factores ¢, € 1, son colineales a los

vectores propios u, e v, . De la relacidn anterior y de (2.1) se
tiene que (ver NIPALS):

1 IAT1/2 1 / ! !
Uy =——=Z'N"/*y, = A_Z Ny, = Z'o/[WaWal
a

L

B. Algoritmo NIPALS

El algoritmo NIPALS (Nonlinear estimation by Iterative
Partial Least Square) es la base de la regresion PLS [10].
Fundamentalmente realiza la descomposicion singular de una
matriz de datos, mediante secuencias iterativas convergentes
de proyecciones ortogonales [concepto geométrico de
regresion simple], se tiene equivalencia con los resultados del
ACP.



Scientia et Technica Afio XXV1, Vol. 26, No. 02, junio de 2021. Universidad Tecnoldgica de Pereira

Sea X,,,, la matriz de datos de rango a < p cuyas columnas
X, ..., X, se suponen centradas o estandarizadas (bajo S,).
La reconstitucion derivada del ACP conllevaa X = X ¢,P;,
donde t es la componente principal (scores) y P; el vector
propio (loadings) en el gje h.

[X, .. X,] = 4P+ -+ t,Py . (2.5)

Asi, lacolumna X; = ¥, Pyityj=1,..pYylai-ésimafila

X; = Z% thiPhi =1,n.

Observe entonces que si h = 1, la columna j se expresa como
X; = Pyjt; es decir Py; = X/t es el coeficiente (pendiente?®)
en la regresion de X; sobre t, . En el espacio de las filas, tp;

es el coeficiente de la regresidn sin constante del individuo x;
sobre P, .

Para h > 1, P,; es el coeficiente de regresion de t, en la
regresion simple del vector deflactado X; — yh-t P, t; sobre
t, Y tn €lde P, enlaregresionde x; — Xp1t,; P, sobre P,

El objetivo de cualquier algoritmo PLS es el procedimiento
iterativo para calcular los parametros P, del modelo. Para
cada componente las cargas son computadas, una como
funcion de la otra, a través del procedimiento iterativo [11].

1) Pseudocédigo NIPALS con datos completos

Se presenta a continuacién el pseudocddigo asociado al
algoritmo NIPALS, donde se destaca la etapa 2.2, la cual es la
parte esencial del procedimiento.

Etapal. X, = X,

Etapa2. h=1,2,..,a:

Etapa 2.1. t, = 12columnade X,_, [0 X]
Etapa 2.2. Repetir hasta la convergencia de P,

_X'Xu

Etapa 2.2.1 P

Xj,_qt
P, = hllh[u
tpth

, A= %t't]
Etapa2.2.2 normar P, a 1
Etapa2.2.3 t, = X,_1P, [t=Xu]
Etapa 2.3. X, = X,_1 — t,Py,
Siguiente h.
Fin

[garantiza ortogonalidad]

2) Descripcion pseudocédigo NIPALS

El flujograma asociado al procedimiento de convergencia en
la etapa 2.2, es:

P
X=X — t; — Pf=Xnu/tih — P
. v= V. P
®De la regresion simple ﬁl=ﬁhj=w=ﬁ=leth =r sixe

st, lleli2 J
t estandarizadas.

223

Luego se construiran una serie de tablas deflactadas notadas
Xp, cuyas columnas son Xy , ..., Xp, ; la i-ésima fila se notara
Xpi = (Xp1i» - Xppi)- El algoritmo inicia tomando X,; como
la 1% componente principal t; para calcular P, con el cual
recalcula t, iterando hasta la convergencia.

Tal como se estudio inicialmente, en la etapa 2.2.1 Py
representa, antes de la normalizacién, el coeficiente
(pendiente) de la regresion de X),_; ; sobre la componente t;,.

Analogamente, en la etapa 2.2.3, t; representa el coeficiente
de regresion (sin constante) de x,_,; sobre P, ; y ya que
PyP, =1, t; también es el largo de la proyeccidn ortogonal
de Xp_,; sobre Py .

Para h = 1 se obtiene el primer eje factorial P; y la primera
componente principal t; de X'X. Ya que la matriz X; = X —
t,P] representa el residuo de la regresion de X sobre la
primera componente principal, de (3.1), el vector propio P, de
la matriz X;X, /n asociado al valor propio mas grande,
corresponde al vector propio de X'X/n asociado al segundo
valor propio mas grande A, .

Las relaciones ciclicas de la etapa 2.2 muestran que en el
limite se verifican las ecuaciones:

X 1 XnPp = ApPr s XpXp_itn = Aty = Ay = Stpty

Una vez se consigue la convergencia, en la etapa 2.3 se
deflacta la matriz precedente para garantizar la ortogonalidad
de las siguientes componentes. Con datos completos el
divisor tyt; en la etapa 2.2.1 no es necesario.

La convergencia en NIPALS se puede conseguir con P, tal
como se ha expuesto, pero también con los ¢, que
representaran los vectores propios en R™ y los resultados seran
equivalentes [11, 3].

Asi, el problema del ACP bajo NIPALS es resolver una serie
de regresiones simples locales hasta alcanzar la convergencia
de los coeficientes de regresion Pp; y ty; que es el nuevo
valor proporcionado de la regresion sin constante de xj_;;
sobre la ‘nueva’ variable P, después de su normalizacion.

La principal caracteristica del NIPALS es que trabaja respecto
a una serie de productos escalares como suma de productos de
los elementos emparejados. Esto permite manejar datos
faltantes, agregando en cada operacion los pares disponibles.
Geométricamente el procedimiento ‘toma’ los elementos
omitidos como si ellos cayeran sobre la recta de regresion; no
son puntos de apalancamiento [3].

Asi, con datos faltantes se obtiene sin embargo las
componentes t, Yy los vectores P, que permiten luego
‘reconstituir’ la matriz de datos mediante X y de ésta, estimar
los datos faltantes utilizando la formula de reconstitucion (2.5)
derivada del ACP : &;; = X' ty;py; -



Scientia et Technica Afio XXVI1, Vol. 26, No. 02, junio de 2021. Universidad Tecnoldgica de Pereira

3) Pseudocodigo NIPALS con datos faltantes
Etapa l. X, = X,,
Etapa2. h=1,2,..,a:
Etapa 2.1. th =12 columna de X;_,
Etapa 2.2. Repetir hasta la convergencia de P,
Etapa2.2.1 para j=1,2,...,p:

b
Z{i:xﬁethiexl’sten} *h-1,jithi

Phj =

{i:xjiethiexisten}tﬁi
Etapa 2.2.2 normar P, al.

Py
Z{j:x]-iexiste} *h—1,ji"hj

Etapa2.2.3 parai=1,2,...n: t,; =

{j:x]-iexiste}P’le
Etapa 23 Xh = Xh—l - thP}fL
Fin

En las etapas 2.2.1 y 2.2.3 se calculan las pendientes de las
rectas de minimos cuadrados pasando por el origen de la nube
de puntos sobre los datos disponibles. Los Py; y los tp,; deben
conservar en sus posiciones j e i, la caracteristica de dato
faltante dada por x;; , la cual se puede expresar con 0.

4) Propuesta Metodoldgica de Solucién: el principio de
datos disponibles en ACP

El método propuesto a través de la funcion fACPna(), permite
el procesamiento de matrices con datos completos y datos
faltantes (ver Anexo 1).

El método tiene el mismo principio expuesto en el Analisis de
Correspondencias Multiples usando el principio de datos
disponibles [2] y en el Andlisis Interbaterias via PLS [12].
Recientemente Patel y colaboradores [13] acuden al uso de
NIPALS sin usar técnicas de imputacion en modelos de
espacio estado. De esta forma, se destaca el principio de datos
de disponibles de NIPALS como una solucién novedosa que
sigue siendo utilizada para hacer frente al problema de NA.

Se conforma la matriz de datos disponibles estandarizados
L, Y por consiguiente la matriz simétrica Z'NZ que ahora
es una “matriz de cuasi-correlaciones”, cuya d.e permite
obtener los wvalores 'y vectores propios X, Y
u, € RP. Andlogamente la d.e de la matriz NY/2Zz7'N*/?
entrega los mismos valores propios . y los vectores propios
Vv, € R™

De las relaciones de transicion es inmediato el calculo de las
componentes Y, = v/~ N"*/?v, y de las coordenadas de
las variables ¢}, = v/~ u,, con lo cual se puede realizar los
analisis graficos acostumbrados como el “circulo de
correlaciones” y la representacion simultanea. Igualmente se
tendrd las contribuciones absolutas de individuos y variables
para identificar aquellos responsables de la conformacién de
los principales ejes de representacion.

I1l. RESULTADOS

En esta seccion se realizé un ACP con datos completos y datos
faltantes. La base de datos que se utilizo es la que se denomina
carscomplete y se encuentra en el paquete plsdepot del
software R [14]. Esta base de datos tiene 27 automéviles y 6
variables cuantitativas, las cuales son Cilindraje (CILIN),
Potencia (PUISS), Velocidad (VITES), Peso (POIDS),
Longitud (LONG) y Altura (Large).

A. ACP con datos completos

Al realizar un ACP en la base de datos completa se obtienen 6
valores propios, los cuales son los siguientes: 4.6560, 0.9152,
0.2404, 0.1027, 0.0646 y 0.02096. Observe que la inercia
recogida en el primer plano factorial representa el 92.8% de la
inercia total. En la Tabla I, se muestra los tres primeros
vectores propios u,, us; y us. Estos vectores son de mucha
ayuda en el ACP puesto que con ellos se pueden calcular las

coordenadas factoriales ¢, = /AU,

TABLAL
TRES PRIMEROS VECTORES PROPIOS DE R"P CON DATOS COMPLETOS

Variable Eje 1 Eje 2 Eje 3

CILIN -0.4442 0.0339 0.4014

PUISS -0.4144 0.4212 0.0395

VITES -0.3435 0.6634 -0.3699
POIDS -0.4303 -0.2551 0.4844

LONG -0.4302 -0.2955 -0.0439
LARGE -0.3776 -0.4783 -0.6810

B. ACP con datos faltantes (FACPna)

Se contamino la base original con el 20% de datos faltantes
distribuidos aleatoriamente (ver Anexo 2) en la matriz de
datos y se obtienen los valores propios asociados al ACP bajo
el principio de datos disponibles, los valores propios son:
4.1416, 0.9699, 0.4827, 0.1872, 0.1244 y 0.0940.

Con datos faltantes, la inercia recogida en el primer plano
factorial ahora representa el 85%, con lo cual se insina
pérdida del poder descriptivo en R? como consecuencia de la
falta de informacion.

TABLAIL
TRES PRIMEROS VECTORES PROPIOS DE R*P CON DATOS FALTANTES

Variable Ejel Eje 2 Eje 3

CILIN -0.4493 0.0264 0.4380

PUISS -0.4432 0.3357 0.1637

VITES -0.3070 0.7543 -0.2291

POIDS -0.4095 -0.3988 0.4230

LONG -0.4355 -0.2512 -0.2274
LARGE -0.3871 -0.3088 -0.7054
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En la Tabla Il, se tienen los tres primeros vectores propios u,,
us Y us en presencia de datos faltantes. Estos vectores son
ortogonales como consecuencia del cumplimiento de las
relaciones de transicion en los espacios definidos por la nube
de individuos y de variables.

L L L L
< ] -
Eje 2
N —
p205r
POIDS
" 0827
fiatl ciax ARG@W&S
seati LONG
2!
1405) fosc re25
205 hoci
o - e
re19 l € CILIN
p40 21
fiati bm530
PUISS
fofi
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b
e VITES
Eje 1
2 0 2 4

Fig 4. Representacioén Simultanea, datos faltantes

Se observa en la Fig 4 que los autos hoci, bm325, au90, r0827,
re25, fosc presentan mayor cilindraje y potencia. También se
observa el factor tamafo, con lo cual el indice subyacente
derivado de la primera componente principal se refiere al
desempefio “performance” de los autos. Asi, los autos antes
citados son los de mejor performance mientras que los autos
fiatl, fofi, p205 son los de peor desempefio.

C. Estudio de Simulacién de la inercia principal y la
correlacion entre coordenadas factoriales segun el
porcentaje de datos faltantes

En esta seccion se realiz6 un estudio de simulacion en donde
fue de interés analizar qué pasa con el porcentaje de inercia
explicado, con los ejes factoriales 1 y 2; teniendo en cuenta
porcentajes del 5%, 10%, ..., 30% con informacién faltante
generada aleatoriamente (ver Anexo 2). De esta manera se
simularon 1000 matrices con cada uno de los porcentajes
correspondientes, es decir se tendran 6000 matrices simuladas.
En la Fig 5, se observa que a medida que aumenta el
porcentaje de datos faltantes se disminuye el porcentaje de
inercia explicado en el primer plano factorial, lo cual hace
referencia a que a medida que hay mas datos faltantes es mas
dificil explicar las relaciones entre individuos y las variables.
Es importante mencionar que la linea de referencia

corresponde al porcentaje de inercia con datos completos, el
cual es 0.9285.

Ahora bien en la Fig 6, se observa que la correlacion entre los
coordenadas de las variables con datos completos y datos
faltantes en el eje 1 (cor(¢pq, 7)), son correlaciones que
oscilan desde 0.75 a 1, se observa que a medida que aumenta
el porcentaje de datos faltantes se disminuye la correlacion
entre las variables y aumenta el ndmero de casos donde se
disminuye dicha correlacion, esto se puede relacionar con
individuos que tienen todos sus valores faltantes, los cuales
quedan situados en el origen del plano y provocan cambios en
las coordenadas de las variables. Este mismo comportamiento
se observa en la Fig 7, donde se compara la correlacion ahora
en el eje 2, para este eje se observa mas perdida de correlacion
la cual esta influenciada también por la perdida en el
porcentaje de varianza explicado. Sin embargo, se observa que
la mediana de las correlaciones estd ubicada en un valor
deseado para la correlacion (0.8 a 1).

Para este ejemplo de simulacién, cuando se tiene la mas alta
proporcion de datos faltantes (30%), la probabilidad de tener
individuos con todos sus elementos faltantes es del orden de
10737, es decir, es muy poco frecuente encontrar individuos
con todos sus elementos faltantes. Esta situacién es importante
analizarla porque en caso de presentarse se debera excluir
estos individuos del analisis. El calculo de la probabilidad se
puede pensar como “de cuantas formas se pueden repartir
datos faltantes en una matriz, de tal forma que un individuo o
mas queden con todos sus elementos como NA”. Las
combinatorias facilitan este célculo.
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Fig 5. Porcentaje de varianza explicado segun el porcentaje de datos faltantes
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Fig 7. Correlacién entre las componentes de las variables con datos completos
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IV. CONCLUSIONES

La funcion fACPna() que solo tiene como pardmetro de
entrada la matriz de datos X con datos completos o faltantes,
permiti6 desarrollar un ACP conservando todas las
propiedades asociadas con las relaciones de transicion. Se usé
el principio de datos disponibles de NIPALS sin hacer
imputacion de datos, lo cual es una alternativa diferente al
manejo de NA y es una solucién que se estd implementando
en modelos avanzados [13].

Del proceso de simulacién se concluye que a mayor porcentaje
de datos faltantes conlleva mas perdida de inercia y de poder
descriptivo en el primer plano principal, resultados que
también fueron encontrados en otros estudios [2, 12]

También se encontr6 que a mayor porcentaje de datos faltantes
se disminuye la correlacion entre las primeras componentes
con datos completos y faltantes; esto se observa mucho mas
marcado en el eje 2, en donde hay correlaciones muy
pequefias. No obstante, se destaca que las medianas de las
correlaciones del proceso de simulacién son aceptables, puesto
que son superiores a un 0.80 lo cual indica que la estimacién
con nuestra propuesta fACPna() no se aleja mucho del valor
real.

Se destaca la ortonormalidad de los vectores propios
conseguidos con el método propuesto en este trabajo de
investigacion; a diferencia de los vectores propios que se
obtienen usando la funcién nipals() de librerias de R (ade4,
plsdepot, entre otros).

Se recomienda contrastar los resultados con los obtenidos con
los derivados del paquete FactoMineR que imputa los datos
faltantes con la media disponible de las variables.

Para trabajos futuros puede ser util extender el método
propuesto a los modelos de regresion, métodos de
clasificacion supervisada y no supervisada. Ademas, es
importante considerar como trabajar el método propuesto en el
contexto de grandes volimenes de datos (Big Data).
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ANEXO0S

Anexo 1. Cédigo en R para ACP con datos faltantes.

fACPna <- function(X)
{
Xi <- X; ni <- 0; p <-ncol(Xi); n<-nrow(Xi)
Mj <- colMeans(Xi,na.rm=TRUE)
Sj <- colSums(Xi,na.rm=TRUE)
nj <- sj/Mj # vector con n® d.d en cjcolj
X. <- t(t(scale(Xi))/sqrt(nj-1))
P <- matrix(0,p,p); plo <- matrix(0,1,p)
T <- matrix(0,n,n); tlo <- matrix(0,n,1)
for(hinl:p) # X.X. cuasi. correlacion disponible
{
tl <- X.[,h]
for(j in 1:p)
{
j1 <- na.omit(cbind(X.[,j],t1))
plofj] <- sum(1[.1]*j1[.2])
}
P[h,] <-plo
}
for(iinl:n) # X.X!
{
pl<-X[i]
for(min 1:n)
{
i1 <- na.omit(cbind(X.[m,],p1))
tlo[m] <- sum(il[,1]*i1[,2])

TI[i,] <-tlo
}
deP<- eigen(P); Lu <- deP$values; U <- deP$vectors
deT<- eigen(T); Lv <-deT$values[1:p] # Lv=Lu
V <- deT$vectors[,1:p]
RACPna <- list(Lu,Lv,U,V); return(rACPna)
} # end fACPna()

Anexo 2. Codigo en R para generar datos faltantes
aleatoriamente

Xo <- read.table("troue.txt",header=T,row.names=1)

fmd <- function(Xo,a) # a: % NAs, md: miss data
{

X. <-as.matrix(Xo)

n <- nrow(X.); p <- ncol(X.); N <- n*p

m <- sample(N,round(a*N,0)); d <- length(m)

for(jin 1:.d) {

X.[m[j]] <- NA
}
return(X.)

X <-fmd(Xo0,0.1) # X con10% NAs



