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The specialization order in generalized weak
structures

El orden de especializacion en estructuras débiles generalizadas

=

J. Avila

Abstract— In topology it is well-known that it is possible to move
from topology to partial ordered sets and vice versa, using the
specialization order and Alexandrov’s topology among others.
This relationship has allowed to obtain important theoretical
results, which have been generalized when considering preorder
relations or better yet binary relations. Following the classical
methodology of mathematical works, that is, using theorems,
propositions, corollaries, examples and counterexamples, in this
work we develop a theory of the specialization order in generalized
weak structures. We relate several topological concepts with
ordered set concepts and study the set of T structures on the set
X whose specialization order coincides with an initial order <.
Finally we prove that this set has as a maximum element
Alexandroff’s topology, but in general it does not have a minimum
element.

Index Terms— generalized weak structure, specialization order,
topological space.

Resumen— En topologia es bien conocido que podemos pasar de
espacios topologicos a conjuntos ordenados y viceversa usando el
orden de especializacion y la topologia de Alexandrov, entre otras.
Esta relacion ha permitido obtener importantes resultados
teoricos, los cuales se han generalizado al considerar relaciones de
preorden o mejor auln relaciones binarias. Siguiendo la
metodologia clasica de los trabajos en matematicas, es decir
usando teoremas, proposiciones, corolarios, ejemplos y
contraejemplos, en este trabajo desarrollamos una teoria del
orden de especializacion en estructuras débiles generalizadas.
Relacionamos varios conceptos topoldgicos con conceptos de
conjuntos ordenados y estudiamos el conjunto de estructuras T,
sobre el conjunto X cuyo orden de especializacion coincide con un
orden inicial <. Finalmente probamos que este conjunto tiene
como elemento maximo a la topologia de Alexandroff z., pero en
general no tiene elemento minimo.

Palabras claves— espacio topologico, estructura débil
generalizada, orden de especializacion.
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I. INTRODUCCION

N tema clasico en matematicas desde comienzos del siglo

XXy hasta la actualidad ha sido la relacidn entre topologia

y orden. Varias de estas relaciones aparecieron en los
trabajos de P. Alexandroff en 1935 [4] y A. W. Tucker en 1936
[14]. Ellos describieron una correspondencia uno a uno entre
las topologias principales y los 6rdenes parciales. Asi mismo,
F. Lorrain en 1969 [12] relaciond los espacios topolégicos
saturados, con los conjuntos preordenados. Esto lo hizo usando
isomorfismos de categorias e isomorfismos de reticulos
completos, obteniendo resultados sobre la conexidad,
convergencia y continuidad en dichos espacios. También, S.
Andima y W. J. Thron en 1978 [6], demostraron que una serie
de propiedades topolégicas (axiomas bajos de separacion) son
inducidas por el orden y mostraron algunas caracteristicas
nuevas sugeridas por las propiedades de orden.

Dado un espacio topolégico (X,t), sobre X se define la
relacién ~ como x ~ y si y solo si x € {y}, la cual resulta ser
un preorden. Si el espacio es T, es un orden, el cual se conoce
como orden de especializacion.

Este orden de especializacion es una herramienta muy Util en
topologia, pues gracias a él se han introducido nuevas clases de
espacios topoldgicos y se han relacionado nociones topolégicas
con nociones de orden y viceversa (ver [1], [4], [6], [12]). Por
este motivo resultd natural estudiar varios de estos resultados,
en contextos mas generales, es decir, estudiar topologias
asociadas a relaciones y viceversa. Dichas relaciones podrian
ser de preorden o algln otro tipo de relacion binaria (ver [2],

(3], [5], [11]).

Note que en lo dicho anteriormente, se estd tomando una
relacion mas general sobre el conjunto y luego se asocian
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algunas topologias correspondientes, teniendo en cuenta lo
conocido para relaciones de orden. Pero otro camino seria
considerar una nocién mas general de espacio topoldgico y
determinar si es posible asociar un orden o algun otro tipo de
relacion, definida andlogamente al orden de especializacion.

El estudio de estructuras mas generales que la topoldgica ha
dado origen a numerosas investigaciones. Maki en 1996 [13]
definid las estructuras minimales como colecciones que
contienen al conjunto vacio y a todo el espacio. Donado en 1999
[10] hizo un estudio muy completo e interesante sobre nociones
topoldgicas en colecciones. Csaszar en 2002 [8] consider
colecciones cerradas para uniones, las cuales llamo topologias
generalizadas. También Csaszar en 2011 [9] introdujo las
estructuras débiles, las cuales son colecciones de conjuntos
conteniendo al conjunto vacio sin otras restricciones.
Recientemente, Avila y Molina en 2012 [7] introdujeron las
estructuras debiles generalizadas, las cuales son colecciones
cualquiera de subconjuntos. Todos estos conceptos han
permitido generalizar o extender muchos resultados
topoldgicos a estos nuevos contextos.

Il. ESTRUCTURAS DEBILES GENERALIZADAS

En esta seccion presentamos algunos conceptos topolégicos,
pero en un ambiente méas general como lo son las estructuras
débiles generalizadas [7].

Definicion 2.1. Una estructura débil generalizada (o
estructura) sobre el conjunto no vacio X, es una clase no vacia
g de subconjuntos de X.

Al par (X, g) donde X es un conjunto y g una estructura sobre
X lo denominaremos espacio. Los elementos de g se Ilamarén
g —abiertos y el complemento de un g —abierto se denomina
g —cerrado.

Definicion 2.2. Sean (X, g) unespacioy A € X. Entonces:

1. x € X es punto interior de A si existe un g —abierto U tal
quex € U & A.El g —interior de A se denota i, (A).

2.x € X esun punto clausura de A si para cada g —abierto U
conx € UsetienequeU N A # @. La g —clausura de A se
denota ¢, (4).

3. x € X esun punto frontera de A si para cada g —abierto U
con x € Usetieneque UNA #+ @y Un A # @ La
g —frontera de A se denota b, (4).

4. x € X es un punto exterior de A si existe un g —abierto U
talque x € U S A°. El g —exterior de A se denota e, (4).

Definicion 2.3. Sea (X, g) un espacio. El conjunto A < X
se llama g —denso si ¢ (4) = X.

El siguiente resultado muestra algunas propiedades que
cumple la g —clausura en las estructuras débiles generalizadas

[71.

Proposicion 2.4. Sean (X,g) un espacioy A,B € X. Se
tienen las siguientes propiedades:

1.A <S¢ (4).
2.Si A° € g, entonces ¢, (A) = A.
3.SiA < B, entonces c4(A) S ¢4 (B).

4. ¢4 (cq (A)) =c4 (A).

En [7] se prueba que la g —clusura de un conjunto A es igual
a la interseccién de todos los conjuntos g —cerrados que
contienen a A. De esta forma si g es cerrada para uniones,
entonces la g —clausura de un conjunto es un g —cerrado.
Ademas, se obtiene el siguiente resultado bastante atil en
algunos casos.

Proposicion 2.5. Sean (X, g) unespacioy A € X. Si g es
cerrada para uniones, entonces A es g —cerrado, si y sélo si,
cg(A) = A.

Demostracion. Si A es un conjunto g —cerrado, entonces A
es el menor conjunto g —cerrado que se contiene a si mismo,
luego la interseccion de los g —cerrados que contienen a A es
A. Es decir, c,(A) = A. Por otro lado, si g es cerrada para
uniones, entonces c,(A4) es un conjunto g —cerrado y como
cg(A) = A se tiene que A es g —cerrado. m|

Es claro que las estructuras cerradas para uniones son las
mismas topologias generalizadas [8].

Proposicion 2.6. Sean (X, g) unespacioy x,y € X.Siy €
cg ({x}), entonces ¢, ({y}) € cg({x}).

Demostracion. Si y € c,({x}), entonces {y} S c,({x}). Por
3y 4 de la Proposicion 2.4 se tiene que ¢, ({y}) < c4(cg ({(x}))-

Es decir, ¢, ({y}) € ¢y ({x]). O

En adelante, c,({x}) sera denotada como ¢, (x).

I1l. RESULTADOS

A. EIl Orden de Especializacion

En esta seccion mostramos que a los espacios g — T, puede
asociarse un orden naturalmente y se prueban varios resultados
analogos a los obtenidos en el caso topolégico.

Proposicion 3.1.1. Sean g una estructura sobre X y <, la
relacion sobre X definida por x <, y, si y solo si, x € ¢;(y).
Entonces <, es una relacion de preorden.

Demostracion. Sean x,y,z € X. Como x € c,(x), entonces
x<,y.Ahorasix <, yey<,z entonces x € c,(y)ey €
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cg(2) y por la Proposicion 2.6, se tiene que ¢, (y) S c4(2). Asi,
X € ¢4 (2) yportanto x <, z. O

Definicién 3.1.2. Decimos que el espacio (X, g) es g — Ty,
si para cada par de puntos distintos x,y € X, existe un
g —abierto U que contiene a uno de los puntos y no al otro.

De igual manera que en el caso topolégico, si el espacio es
g—T, la relacion <, es de orden, como se muestra a
continuacion.

Proposicion 3.1.3. Sea (X, g) un espacio. La relacion <, es
de orden, si y sélo si, X es g — T,.

Demostracion. Sean x,y € X distintos. Pueden suceder los
siguientes casos:

1. Six £, y, entonces x & c,(y). Luego existe un g —abierto
que contiene a x y no contiene a y.

2. Siy £, x, entonces como en el caso anterior se llega a que
existe un g —abierto que contiene a y y no contiene a x.

3. Si_x *,¥ Yy %4 x, entonces llegamos a uno de los casos
anteriores.

Por tanto X es g — Ty.

Para el reciproco basta probar que la relacion <, es
antisimétrica. Sean x,y € X talesque x <,y y y <, x. Si
x # y entonces todo g —abierto que contiene a x contieneayy
todo g —abierto que contiene a 'y contiene a x. Es decir, X no es
g — Ty, que es contradictorio. Luego x =y y asi <, es
antisimétrica. O

Ejemplo 3.1.4. Sean X = {a,b,c,d,e,f,t,h,i,j} vy g =
X, 53,4073 (h 3, {6, b 3 ) e £ Ry, 3} U
{{d,f.t,hi,j}{c,d e f t,hij}{bdf thij}}. Es claro
que X es g —T,. Notese que c,(a) = {a}, c4(b) = {a, b},
cg(c) ={a,c}, ¢4(d) = {a,b,c,d}, cy(e) ={a,c,e}, c;(f) =
{a,b,c,d,e, f}, cg(t) ={a,b,c,d,t}, cg(h) =
{a,b,c,de,f,t,h}, c4(i)) ={a,b,c,d,e f,i}, c4()=X.
Luego se tiene el siguiente conjunto ordenado:

ho/ \oi
I
|
N
N

Fig. 1. Conjunto ordenado asociado al espacio del Ejemplo 3.1.4.
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Definicion 3.1.5. Un espacio (X, g) es g — Ty, si para cada
par de puntos distintos x,y € X, existen g —abiertos U,V tales
quex e U,y &€ Uyx & V,y € V.

Proposicion 3.1.6. Sea el espacio (X, g). La relacion <, es
de igualdad, si y solosi, X es g — T;.

Demostracion. Sean x,y € X distintos. Entoncesx £,y y
y$gx. Luegox € ¢, (y) ey & c4(x). Esto quiere decir,
que existen g —abiertos U,V talesquex € Uey ¢ Uyx €

Vey € V.Esdecir, Xesg —T;.

Sean x,y € X tales que y <, x. Si y # x entonces por
hipétesis existe un g —abierto U talque y € Uy x & U. Es
decir y & c,(x) y asi y £, x, lo cual es contradictorio. Por
tanto y = x. O

Ejemplo 3.1.7. Sea X =N y =
{{0},{0,1},{1,2},{2,3},....{n — 1,n},...} ,entonces X es g —
T,. Para determinar el conjunto ordenado asociado a esta
estructura note que ¢, (0) = {0}, ¢, (1) = {1}, c4(2) = {2} yen
general c,(n) = {n} para todo n € N. Por consiguiente
tenemos el siguiente conjunto ordenado.

.
0 1 2 n

Fig. 2. Conjunto ordenado asociado al espacio del Ejemplo 3.1.7.

La siguiente proposicion relaciona algunos elementos
especiales de los conjuntos ordenados con nociones topolégicas
pero para estructuras débiles generalizadas. Como puede
observarse son analogas a las obtenidas para el caso topoldgico
[14].

Proposicion 3.1.8. Sea X un espacio g — Ty <4 su orden
de especializacién. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Sea M la interseccién de todos los g —cerrados no vacios.
Entonces b € X es el elemento minimo de (X, <,), si y solo
si,b € M.

2. El elemento m € X es minimal en (X, <), si y solo si,
cg(m) = {m}.

3.Elelementoa € X esel maximo de (X,<,),siysolosi, {a}
es g —denso.

4. Siparat € X el conjunto {t} es un g —abierto, entonces t es
maximal en (X, <,). El reciproco se tiene si X es finitoy g es
cerrada para intersecciones.

5. Si X es finito, entonces el conjunto A de todos los elementos
maximales de (X,<,), es g —denso. Ademas si g es cerrada
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para intersecciones, entonces A es el menor de los conjuntos
g —densos.

Demostracion. 1. Supongamos que b € M. Entonces existe
un g —cerrado no vacio F tal que b € F. Asi b € F€ que es un
g —abiertoyparat € F setieneque b & c,(t). Esdecir,b £, t
y entonces b no es el elemento minimo de (X, <,).

Reciprocamente, si b no es el minimo de (X, <,) entonces
existe t € X tal que b £, t. Asi b & c,(t) y entonces existe un
g —abierto Vconb eV yVn{t}=09. Luego b & V¢ que es
un g —cerrado no vacio y esto implica que b ¢ M.

2. Basta observar que c,(m) # {m}, si y solo si, existe t # m
tal que t € c;,(m), si y solo si, existe t # m cont <, m, si y
solo si, m no es minimal en (X, <,).

3. Basta observar que a es maximo, si y solo si, b <, a para
todob € X, siysolosi, b € c,(a) paratodo b € X, siy solo
si, {a} es g —denso.

4.Seay € Xtalque t <, y.Siy # t,tenemos que t & c,(y)
ya que {t} es g —abierto. Luego y =t y asi t es maximal en
X, <g).

Para el reciproco, sean x € X un elemento maximal y {x}¢ =
{y1,¥2, ..., yn}. Entonces x £, y; paracada y;, i = {1,2,...,n}.
Es decir, existen g —abiertos V;, i = {1,2,...,n} tales que x €
Vi yy; &V;. Asi {x} = N, V; es un conjunto g —abierto por
hipotesis.

5. Sea A4 el conjunto de los elementos maximales de (X, <)y
seay € X.Siyesmaximal,entoncesy € A< c,(A).Siyno
es maximal, entonces existe un x € X tal que y <, x, con x
maximal. Luego y € ¢, (x) € c4(A). Asi todo elemento de X
es un elemento de ¢, (A). Es decir, A es g —denso.

Finalmente,siB € Xy A € B, entoncesexistex € Acon
x & B. Por el item 4, el conjunto {x} es g —abierto y esto
implica que x & c,(B). Es decir, B no es g —denso. |

Note que el conjunto M del item 1 de la Proposicién 3.8 es
vacio o unitario. En efecto, supongamos que M es no vacio y
que x,y €M con x#y. Como X es g—T, existe un
g —abierto que contiene a un punto y no al otro. Supongamos
que existe V € g tal que x eV y y ¢ V. Entonces V¢ es un
g —cerradoy x & V°. Asi x € M lo cual es contradictorio.

Ya que el maximo de un conjunto ordenado, cuando existe,
es Unico entonces el item 3 de la Proposicion 3.1.8 implica que
en los espacios g — T, existe a lo mas un punto g —denso.

Si el conjunto X es finito y la coleccién g es cerrada para
intersecciones y uniones (es decir g es una topologia), entonces
el item 2 implica que el conjunto de elementos minimales de
(X,<4) es cerrado. Y el item 4 implica que el conjunto de
elementos maximales de (X, <,) es abierto.

En la segunda parte de los item 4 y 5 de la Proposicion 3.1.8,
la condicién de que la coleccion g sea cerrada para
intersecciones, es una condicién necesaria pero no suficiente
como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.19. Sea X = {ab,c,d} y g-=
{{a, b}, {a, c},{d}}. Es claro que (X, g) es una estructura g —
T, . Veamos cual es el conjunto ordenado asociado a este
espacio. Notese que c,4(a) = {a,b,c}, c4(b) = {b}, c4(c) =
{c}, c4(d) ={d}. Se tiene entonces el siguiente conjunto
ordenado:

Fig. 3. Conjunto ordenado asociado al espacio del Ejemplo 3.1.9

Como se puede ver, el elemento a es maximal en (X, <,)
pero el conjunto {a} no es g —abierto. Ademas el conjunto
{b, c, d} es g —denso pero no contiene al conjunto de elementos
maximales {a,d}. Note finalmente que el elemento ¢ es
minimal en (X, <,), pero {c} no es g —cerrado.

De acuerdo a lo explicado anteriormente podemos concluir
que el orden de especializacion puede verse como un puente
entre las estructuras g — T,, sobre X'y los 6rdenes sobre X. Esto
permite plantear el siguiente problema analogo al caso
topolégico.

estructuras T, sobre X cuyo orden de especializacién coincide
con el orden inicial < ?. Esto se ilustra en la siguiente Figura.

Dada una relacion de orden < sobre X, ;cuales son las

Estructuras T, sobre X Ordenes sobre X

Fig. 4. Estructuras T, vs. Ordenes.

En las secciones siguientes se mostraran algunas situaciones,
en general distintas, que solucionan el problema anterior.

B. Estructura g«

En esta seccion mostramos una estructura g — T, sobre el
conjunto X, cuyo orden de especializacién coincide con un
orden inicial < sobre X. Ademads, caracterizamos algunas
propiedades de esta estructura en términos del orden.
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Recordemos que si (Y, <) es un conjunto ordenado, entonces
para y € Y definimos los conjuntos Ty ={teY:y <t} y !
y={teY:t<y}

Definicion 3.2.1. Sea (X,<) un conjunto parcialmente
ordenado. Llamaremos g. a la estructura dada por la coleccion
g<= {Tx: x € X}.

Es claro que los g. —abiertos de g. son todos los elementos
de la forma T x para cada x € X. Sin embargo no siempre se
tiene que la unién de g. —abiertos sea un g. —abierto, como se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Sea X = {a,b,c,d,e, f, g, h}, con el orden
dado por el siguiente diagrama de Hasse.

Fig. 5. Conjunto ordenado del Ejemplo 3.2.2
Entonces g. esta dada por g< =
{X,{n},{d,h},{e, n},{t,h},{b,d,e,h}, {c,t,d,h},{f e,t,h}} y
claramente esta coleccion no es cerrada para uniones.
En la siguiente proposicion mostramos que la coleccion g.
es una solucion al problema planteado al final de la seccién
anterior.

Proposicion 3.2.3. Sea (X,<) un conjunto parcialmente
ordenado y consideremos la estructura g. sobre X. Entonces:

1. (X,g<)esunespaciog — T, .
2. El orden de especializacion para g es <.

Demostracion. 1. Sean x,y € X distintos. Pueden suceder los
siguientes casos:

a.Six<ysetienequey €Ty quees g —abiertoyx ¢ 1T y.

b. Si y < x entonces hallamos el g —abierto T x que contiene a
xynoay.

c. Si x £y e y £ x, entonces se llega a uno de los casos
anteriores.

En conclusi6n existe un abierto que contiene a un punto y no
al otro. Es decir, (X,g<)esg—T,.

2. Probemos que x <,_ y, siysolosi,x < y.

632

= Sean x,y € X tales que x <,_ y. Entonces x € c,_ (¥), lo
que quiere decir, que todo g. —abierto que contiene a x contiene
tambiéna y. En particular, x € T x y entonces y € T x. Es decir,
x<y.

& Sean x,y € X tales que x < y y sea T z un g. —abierto que
contiene ax. Entoncesx € T zycomox < y, tenemos que y €
T z. Es decir, todo g. —abierto que contiene a x contiene a y.
Luegox € ¢4 (y) yasix <,_ y. |

Note que si tomamos la topologia 7. = (g<) entonces 7. es
una topologia T,. Esta topologia 7. es llamada Topologia de
Alexandroff y puede probarse que es la mayor topologia T,
sobre X, cuyo orden de especializacién coincide con el orden
inicial < (ver [1]).

En la siguiente proposicién se caracterizan el operador
interior y clausura en el espacio (X, g<), en términos del orden
de especializacién. Y también se relaciona el orden con la
frontera y el exterior. Resultados analogos a los obtenidos en el
caso topoldgico [14].

Proposicion 3.2.4. Sean < el orden de especializacion de
(X,9<) y A € X. Entonces las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

lig (A) ={x € A:x < yimplicay € A}.

2.¢4_(A) ={y € X:y < zparaalgin z € A}.
3.Six,y € Xconx < yentonces x € by_(Ty).
4.Six « z paracada z € (T y), entonces x € e;_ (T y).

Demostracion. 1. Sean x € i;_(A) y y € X tal que x <.
Entonces existe un g —abierto G talque x € G S A. Yaque
X € ¢g_(¥), se tiene que todo g. —abierto que contiene a x
también contieneay. Asiy € Gy portantoy € A.

Por otro lado, sea x € A con la condicién que para cada y €
X conx < ysetiene que y € A. Es claro que el conjunto T x es
g —abiertoy x €T x. Ahora si t € T x entonces x <t y esto
implicaque t € A. Portantox € Tx S Ayasi x € ig_(A).
2. Si t€cy (A), entonces TtNA+@. Si zeTtnA
entoncest < zyz € A.

Por otro lado, sean ye X yz € Acony < z. Si G esun
g< —abiertocon y € G, entoncesz € GyasiG N A # Q.
Es decir, y € c,_ (4).

3.Seanx < yy G un g. —abierto con x € G. Entonces, y €
GyasiG NnTy # @. Ademas, como x € (T y)¢ se tiene que
G n (Ty) # @.Porlotanto, x € by_(Ty).
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4. Esclaro que x €T x y que T x es un g. —abierto. Ademas
por hipotesis tenemos que si t € T x entonces t & T y. Es decir,

Tx € (Ty)fyasixe lg. Ty = eg (Ty).
C. Colecciones h.y h’

De la misma forma que la seccion anterior, a partir de un
orden fijo mostraremos dos estructuras, cuyo orden de
especializacion coincide con el orden inicial.

Definicion 3.3.1. Sea (X,<) un conjunto parcialmente
ordenado. Llamaremos h. a la estructura dada por la coleccion
he ={(I x)°:x € X}.

De manera similar a la Proposicion 3.2.3 el siguiente
resultado muestra que el orden de especializacién de h.
coincide con <.

Proposicion 3.3.2. Sea (X,<) un conjunto parcialmente
ordenado y consideremos la coleccidn h. sobre X. Entonces:

1. El espacio (X,h.) eshe — Ty .
2. El orden de especializacién para h. es <.

Demostracion. 1. Sean x,y € X distintos. Pueden suceder
los siguientes casos:

a.Six < ysetienequeye (I x)yx ¢ (I x)°. Es decir,
existe un h. —abierto que contiene a y y no a x.

b. Si y < x, entonces razonando como el caso anterior
encontramos un h. —abierto que contieneaxynoay.

C.Six £ yyy £ x,entonces ( ¥)€ es un h. —abierto que
contieneaxynoay.

En conclusion el espacio (X, h) eshe — T, .

2. Para x,y € X, debemos probar que x <,_ y, siy solo si,
x <y. Si x££y entonces x&ly. Asi (ly)¢ es un
h. —abierto que contiene ax ynoay. Luego x & c,_(y) y por
tanto x <,_y. Por otro lado, supongamos que x <y Yy sea
( 2)¢, z € X, un h. —abierto tal que x € (I z)°. Entonces x &
lz yasi x <z locual implicaque y £z Asi yglzy
entonces y € (I z)¢.  Concluimos entonces que todo
h. —abierto que contiene a x también contiene a y. Es decir,
X € cp_(y) yportanto x <,_y. m|

Veamos ahora una estructura similar a la coleccion anterior.
Definicion 3.3.3. Sea (X,<) un conjunto parcialmente
ordenado. Llamaremos hZ a la estructura dada por la coleccion

h. = {A € X: A es interseccidn finita de elementos de h.}.

Es claro que h. < hZ, por consiguiente el espacio (X, h%) es
hz — T, Yy siguiendo la demostracién de la Proposicion 3.3.2

item 2 se prueba que su orden de especializacion también
coincide con <.

Si tomamos la topologia u. = (h.) entonces u. es una
topologia T,. Esta topologia u. es llamada Topologia Débil y
puede probarse que es la menor topologia T, sobre X, cuyo
orden de especializacion coincide con el orden inicial < (ver

[1D.

Ademas si < es un orden sobre X y & es una topologia T,
sobre X cuyo orden de especializacion coincide con <, entonces
U< € 8 € 1. . Es decir, el conjunto de topologias T, sobre X
cuyo orden de especializacion coincide con < tiene minimo y
maximo.

Podria pensarse que las estructuras g., h< y hZ estan
relacionadas entre si por inclusion. Aunque siempre se tiene
h. € hZ, estas estructuras podrian no estar relacionadas con g.
como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.4. Sea X = {a, b, c,d}, con el orden dado por
el siguiente diagrama de Hasse.

b d

a c

Fig. 6. Conjunto ordenado del Ejemplo 3.3.4

Aplicando la definicion de las colecciones g., h. y h
obtenemos las siguientes estructuras para X:

9< = {{b}.{a, b}, {d}, {c,d}}
he = {{b,c,d},{c,d},{a,b,d},{a b}}
hi = {{b,c,d},{c,d},{a, b,d},{a b},{b,d},{b},{d}, 0, X}

Observe que h. € hL pero he € g, h: € g, g< € h.,
g< € hZ. Ademas cualquier estructura T, contenida en g.tiene
orden de especializacion distinto del orden inicial. Esto
significa que la estructura g. es un elemento minimal en el
conjunto de todas las estructuras T, sobre X cuyo orden de
especializacion coincide con el orden inicial y que este conjunto
no tiene minimo, ya que g< € h..

Para el problema que nos ocupa hemos encontrado
explicitamente cinco soluciones, dos de las cuales son las
topologias < y 7<. Y las otras topologias T, que son solucion
de nuestro problema se encuentran entre estas dos [1]. La
siguiente figura ilustra esta situacion.
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Estruct T,sobre X "
SRS IS Ordenes sobre X
con ordeniguala <
T<
Y<
K<
he
h

Fig. 7. Estructuras T, que coinciden con <

Observe que en la figura anterior la topologia . aparece
como la mayor estructura de aquellas que solucionan nuestro
problema. Los siguientes resultados muestran que esto es lo que
sucede realmente.

Proposicion 3.3.5. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Si a es
una estructura T, sobre X, cuyo orden de especializacion <,
coincide con el orden < entonces la topologia 7, generada por
a, es Ty y su orden de especializacion <, también coincide con
<.

Demostracion. Ya que a es una estructura T, ¥ a S 1,
resulta que t, también es una estructura T,. En este caso una
topologia Ty,.

Debemos probar que paratodo x,y € X x <;_y siy solosi
x <y.Six <, yentonces x € ¢, (¥), lo cual significa que
cada 7, —abierto que contiene a x también contiene a y. Asi si
A es un a —abierto con x € A se tiene que y € A. Es decir, x €
c,(y) y esto implica que x <, y. Luego x < y.

Por otro lado, si x < y entonces x <, y y esto implica que
X € c,(v). Sea B un t, —abierto que contiene a x. Como B =
U;e/4; con A; una interseccion finita de elementos de «a para
cada i € I, entonces x € A;, para algin iy € I. Si A;; = M. n

ML-Z0 Nn..N M con Ml’0 € a para cada j = 1,2 ...,n entonces
X € Ml.’0 para cada j=1,2,..,n. Ahora ya que x € c,(y)
concluimos que y € M{O para cada j = 1,2, ...,n. Es decir, y €
A yasiy € B.Luego x € ¢, (y) yasi x <, y. O

Corolario 3.3.6. Sea (X, <) un conjunto ordenado. La mayor
estructura T, sobre X tal que su orden de especializacion
coincide con < es la topologia <.

Demostracion. Sea a una estructura T, sobre X tal que <,=
<. Por la Proposicion 3.3.5 la topologia generada por a, t, =
(@), es una topologia T, tal que <; =<. Ya que 7. es la mayor
topologia T, con esta propiedad concluimos que @ < 7, < 7<.

O

IV. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos en este trabajo pueden resumirse en
las siguientes lineas.

1) Sedemostré que a todo espacio (X, g) puede asociarse
un preorden de especializacién, el cual es orden si y

solo si el espacio es g — T, (Proposiciones 3.1.1 y
3.1.3). Ademas se prob6 que dicha relacion es la
igualdad si y solo si el espacio es g — T; (Proposicion
3.1.6).

2) Si X es un espacio g — Ty, se relacionaron diversos
conceptos del conjunto ordenado (X, <) con aquellos
del espacio topologico (Proposicion 3.1.8). Por
ejemplo se caracterizd el elemento minimo con cierta
propiedad de los g —cerrados, un elemento minimal
con la g —clausura y el elemento méaximo con la
g —densidad, entre otras propiedades.

3) Dada una relacion de orden < sobre X, determinamos
cinco estructuras T, sobre X cuyo orden de
especializacion coincide con el orden inicial <
(Proposiciones 3.2.3 y 3.3.2). Ellas son g, h., hZ
junto con las dos topologias 7« = (g<) ¥ u< = (ho).

4) Para un orden dado < sobre X, se caracterizaron el
operador interior y clausura en el espacio (X, g<), en
términos del mismo orden. Ademds también se
relacionaron la frontera y el exterior con el orden dado
(Proposicion 3.2.4).

5) Se prob6 que dada una relacion de orden < sobre el
conjunto X, el conjunto de estructuras T, sobre X cuyo
orden de especializacion coincide con < tiene como
elemento maximo a la topologia de Alexandroff 7.
(Corolario 3.3.6).

6) En el caso topoldgico es bien sabido que la topologia
débil u. es la topologia mas pequefia cuyo orden de
especializacion coincide con el orden inicial. Para el
caso de estructuras mostramos mediante un ejemplo
(Ejemplo 3.3.4) que el conjunto de estructuras T, cuyo
orden de especializacion coincide con el orden inicial
no necesariamente tiene elemento minimo.

7) El comentario anterior sugiere realizar un estudio
sobre qué propiedades debe tener una relacion de
orden < sobre el conjunto X para que el conjunto de
estructuras T, sobre X cuyo orden de especializacion
coincide con el orden <, tenga elemento minimo.

8) En el caso topologico el problema tratado en este
trabajo conduce a la interesante topologia de Scott y
también a importantes clases de topologias, como las
concordantes y las consistentes [1]. Seria interesante
realizar un trabajo donde se estudien las estructuras
asociadas a estas topologias, las relaciones entre ellas
y determinar si satisfacen propiedades analogas a las
obtenidas en el caso topoldgico.
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