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EMPAQUETAMIENTO OPTIMO EN TIRAS CON Y SIN ROTACION RESUELTO CON
CUMULO DE PARTICULAS

Two-dimensional strip packing problem with and withrotations using Particle Swarm Optimization
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1. INTRODUCCION

Dentro de la familia de los problemas de
empaguetamiento bidimensional esta el de
empaquetamiento 6ptimo en tiras (2D-SPP) del inglés
two-dimensional strip packing problemue consiste en
un conjunto de rectangulos que deben ser ubicatos e
area rectangular con un ancho limitado y una altiera
tamafio variable. EIl objetivo es ubicar todas liezgs
demandadas, sin sobreponer las piezas y utilizéamdo
menor altura.

Este problema es considerado NP-Duro debido alftama
de su espacio de solucion [1]. Existen cuatro négmdel
mismo dependiendo de la posibilidad de rotar oawo |
piezas y del tipo de corte generado, guillotina @ n
guillotina. Esta problematica es de amplia apli@acn

el sector textil, metalmecanico, papelero y en ggren
todos los procesos productivos donde la materiagpri
viene empacada en rollo.

Dentro de la literatura especializada aparecen rasae
heuristicas que intentan resolver el problema, [2n
aparece un compendio muy completo que las resuane. L
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rotations, particle swarm optimizatiorstrip

comunidad académica, en su interés por resolver est
problema tan relevante, est4 permanentemente en la
busqueda de estrategias que permitan mejorar izadal

de las respuestas y los tiempos computacionales de
procesamiento.

El propésito de este articulo es presentar un ihgor
gue usa estrategias del algoritmo de optimizacidnuto

de particulas (PSO), que permitan resolver el proal
2D-SPP con y sin rotacion de las piezas. Este iadgor
sera validado con casos de prueba de la literatura
especializada.

Este documento tiene la siguiente presentacion:
inicialmente se hace una descripcion del problemda
secciébn 3 se presenta el modelo matematico, en la
seccion 4 se presenta el método de solucién, asd co
codificacién de arbol binario de cortes y su adeicuma

la técnica PSO, en la seccion 5 se presentan idiarte

los resultados obtenidos de las distintas instancia
evaluadas y finalmente en 6 se muestran las
conclusiones, recomendaciones y propuestas para
trabajos futuros.
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2. DESCRIPCION

El problema de empaguetamiento Optimo en tiras (2D-
SPP) considera un conjunto dkpiezas rectangulares,
cada pieza tiene un anchay y un largop; (dondei
|_]{1,2,..., N}). Este problema consiste en empacar todas
las piezas en una tira de andiNoy longitud infinita. Sin
perdida de la generalidad, se asume que las diomassi
de las piezas y la tira son enteras. El objetivo es
minimizar el largo total usado para empacar lazgsiesin
sobreponer los items. Debido a las restricciones
tecnolégicas de corte o empaquetamiento, se pesent
dos tipos de patrones: guillotina y no guillotikbn corte

es de tipo guillotina si cuando se aplica sobre un
rectangulo produce dos nuevos rectangulos, es, deeir
corte va de un extremo a otro del rectangulo caigien
otro caso se denomina del tipo no guillotina. Este
problema se clasifica por los patrones de cortasy |
restricciones de orientacion de los items:

RF: Las piezas a ser ubicadas pueden ser rota8dRP0
Yy no se requiere que el corte sea del tipo girbofF).

RG: Las piezas a ser ubicadas pueden ser rotad4RP0
y se requiere que el corte sea del tipo guillotaa

OF: Las piezas a ser ubicadas no se pueden rofay (O
no se requiere que el corte sea del tipo guilldfifa
OG: Las piezas a ser ubicadas no se pueden ratay (O
se requiere que el corte sea del tipo guilloting (G

En este trabajo se consideran los problemas de
empaquetamiento optimo bidimensional en tiras ¢sjrt
tipo guillotina con y sin rotacién de piezas, remcidos

en la literatura como RG y OG 2D-SPP.

3. MODELO MATEMATICO

Los problemas de empaquetamiento presentan una alta
dificultad de ser formalizados, en [3] se desaaralh
modelo matematico general, el cual es aceptaddapor
comunidad investigativa alrededor del tema. El nwde
representa el problema de empaquetamiento como un
problema de programacion lineal entera mixta, jeste
articulo el modelo es adaptado a fin de describir e
problema destrip packingcon y sin rotacion.

A continuacion se describen algunas notaciones
necesarias para comprender los modelos matemdiicos
los problemas resueltos en este articulo.

L: Largo de la hoja de material.

N: NUmero disponible de rectangulos para posiciemar

la hoja de material.

(% , ¥): Variables que indican la localizacién del
rectdngula teniendo como punto de referencia el vértice
inferior izquierdo de la hoja de material.

s: Variable binaria que indica si el rectanguldue
ubicado en la hoja de material. Cuando esto ocsirrd,

en caso contrarig = 0.

(I , L): Variables binarias que indican el eje de la hoja
de material al cual esta paralelo el largo deéaai

(Wi , W,): Variables binarias que indican el eje de la hoja
de material al cual esta paralelo el ancho dedzapi
Adicionalmente, existen otras variables que sordasa
para indicar el posicionamiento de los rectangwos
relacion a otros rectangulos.

ay: En caso de que sea 1, indica que el rectangdta a

la izquierda del rectangulo

bi: En caso de que sea 1, indica que el rectangdta a

la derecha del rectanguto

cik: En caso de que sea 1, indica que el rectangedta
atras del rectanguk

di: En caso de que sea 1, indica que el rectarigesta

al frente del rectangulka

M : Numero entero muy grande.

El modelo matematico del problema de empaquetamient
optimo bidimensional en tiras sin permitir rotacida
piezas se describe a continuacion:

La funcion objetivo consiste en minimizar el largoal
usado tal como se expresa en la ecuacion (1).

Min L 1)

Sujeto a:

1. Evitar superposicion de rectangulos en la tzdmo
se muestra en las ecuaciones (2), (3), (4) y (5).

X +p<x +@0-a,)IM,0i,k,i <k (2)
X+ P <x+@Q-b)M,O0,k,i<k (3)
Yi + 0 < Yy +(1-c )M, Oi, k,i <k (4)
Ve t O <Y +([@-dy )M, Oikii<k (5

2. Garantizar que el par de rectangulos evaluadiodas
ecuaciones anteriores estén dentro de la tiraotab se
muestra en la ecuacion (6).

aik+bik +Cik +dikZSi+Sk_1,Di,k,i<k (6)

3. Garantizar que un posicionamiento de rectangulos
obedezca a las limitaciones fisicas dadas por las
dimensiones de la tira, tal como se muestra en las
ecuaciones (7) y (8).

Xi+p+asL+@Q-s)M,0Oi (7)
yi+t pi+aqsW+(@-s)M,0i (8)
El modelo matematico del problema de

empaquetamiento Optimo en tiras permitiendo rétaci
de piezas se encuentra al reemplazar las ecua@odes

4, 5, 7, 8 por las ecuaciones 9, 10, 11, 12, 13, 14
respectivamente.
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X+ B [y + G < % +{1-g )IM, O ki<k (9
X + P D + QWi < % +(L-By )M, Di ki <k @0
Yi"'ﬂmyi+qui£Yk+(1_Qk)EMvDi1k1i<k (18}
yk+pk|]]yk+qkwyksyi+(1_dik)|:MvDilkli<k (1W]
%+ O +qw, <L +{1-5)M, 0 3
Yi*'ﬂmyi*'quiSWJ’(l_S)waDi L4

Analizando el modelo resultante se tiene que elanam
de variables y de ecuaciones crece de forma exp@hen

con relacién al ndmero de piezas a empacar. Los
modelos planteados son del tipo de programaciagalli
entera mixta. Dado lo anterior, las técnicas decsth
que mas se adecuan para resolverlo son las

metaheuristicas; una técnica exacta presentarfpd®
computacionales prohibitivos.

4. METODO DE SOLUCION
4.1 Optimizacién con camulo de particulas

Los primeros estudios del comportamiento socialode
individuos datan a principios del siglo XX. Reyt®[4]
presenta una investigacion realizada sobre el
comportamiento de las aves, en este se estudié el
comportamiento individual y colectivo, lo que didgen

a la técnica combinatorial denominada PSO. Basados
estos conceptos, Kennedy y Eberhart en 1995 persent

la formulacion matematica del modelo PSO [5].

El método PSO es una metaheuristica del grupo sle lo
algoritmos evolutivos, su estrategia se fundamental
comportamiento social de los animales tales corso la

Cada particula cambia de posicion de acuerdo a su
velocidad teniendo en cuenta la mejor solucién
encontrada por ésta a lo largo del procédmes) y a la
informaciéon del lider del cumuloGpes}. El operador
Pbest(individual best) compara la posicion actual da un
particula con la mejor posiciéon que ha presentadante

el proceso de busqueda. Mientras que el oper@test
(global best) estudia el comportamiento del grupo,
almacenando la posicién actual del lider.

4.1.1 Poblacién inicial

Dependiendo de la complejidad matematica del
problema, la poblacion inicial es generada de forma
aleatoria o utilizando métodos constructivos basazio
factores de sensibilidad. Para este estudio laapin
inicia con un conjunto de particulas generadasod®d
aleatoria.

Una poblacién estd conformada pgoparticulas y cada
una de estas en el estadmepresenta una alternativa de
solucidn, la cual es interpretada como la posidéna
particula. Cada particula se representa medianteator
cuyas posiciones indican los valores de las vasabel
problema (ver figura 1) y simbolizan un punto derdel
espacio de solucién.

X = ‘ Xi1 ‘ Xiz ‘ s

El

Figura 1. Posicion de la i-ésima particula

4.1.2Seleccién del lider

En cada iteracion el PSO debe seleccionar el lidér
grupo y para esto compara los valores de la funciéon
objetivo de cada particula con la funcion objetilel
lider. El lider es aquella particula que posea &gom

bandadas de aves, bancos de peces o enjambres de funcién objetivo(incumbente global). Durante el proceso

abejas, los cuales actian como si fueran un solo
individuo. En estos grupos de animales se establece
relaciones entre los individuos y se crean jeragjui
dependiendo de las caracteristicas de los misnhdisieE
guia a los individuos a regiones promisorias, sin
embargo, los miembros del grupo durante su rearrid
pueden inferir sobre una nueva direccion. El pajeel
lider puede cambiar si existe otro individuo corjames
caracteristicas.

Esta técnica presenta alguna similitud con losraigos
genéticos, ya que el proceso incluye una pobladibn.
PSO cuenta con operadores que permiten realizar una
busqueda en el espacio de solucion. En PSO la
exploracién del espacio de solucion se realizag#g de

una poblacion de individuos conocidos como pasul
donde cada una de ellas representa una posiblei@olu
del problema. La ubicacion de cada particula sddore
region de bulsqueda esta determinada mediante su
posicion, la cual, representa el valor de las béemde
decision del problema.

de optimizacion se actualiza la mejor ubicaciécalo
Pbesty el valor de la mejor ubicacion glob@abest

4.1.3 Funcion de velocidad

La velocidad permite actualizar la posicién de cada
particula y representa el gradiente de cada ithadvi
dentro del cumulo. Al igual que la posicién, laogtlad

se representa a través de un vector cuyas dimession
deben ser iguales (ver figura 2). La velocidad iemet
informacién de la experiencia local y colectiva gelpo.
Para calcular la velocidad de cada particula selaisa
siguiente expresion (15).

¥ Vi Vi

";‘ =

Figura 2. Velocidad de la i-ésima particula
v, (t+1) = wiy () + G [Yand Pbest X))
+c,[Rand Gbest k)} 15)

Donde:
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Velocidad actual\{(t)): Direccién de vuelo que presenta
una particula. Al inicio del proceso las particutasten

del reposo.

Factor de inerciaw): Factor de ponderacion que actia
sobre la velocidad de la particula. Un valor elevad
puede ocasionar una busqueda muy exhaustiva ngentra
que un valor demasiado pequefio conlleva a que la
exploracion se realice de manera fugaz.

Constantes de aceleraciény c,: Valores que orientan a
las particulas hacia su mejor ubicacion local dbglo
respectivamente. La adecuada calibracién de estos
valores permite que la poblacion no se homogenice
durante el proceso.

Rand y rand: Valores aleatorios pertenecientes a una
distribucion de probabilidad uniforme.

4.1.4 Actualizacién de la posicion

La nueva posicion de las particulas sigue la sigeie
ecuacion (16):

x(t+1) = x(t) + v(t+1) (16)
La posicion actualizada de las particulas debsfaaér
las restricciones de las variables del problema.

4.1.5 Criterio de Parada

Los algoritmos de optimizacion requieren de uredat
que les permita decidir cuando finalizar la expda

del espacio de solucidon. Entre los criterios daq@amas
empleados en dichos algoritmos se encuentran:

Si la incumbente no mejora despuésndi¢eraciones se
escoge estd solucién, cumplir un nimero maximo de
ciclos generacionales. En este caso se empleguhde.

4.2 Codificacién en arbol de cortes

La codificacion presentada se basa en la adecudeifm
metodologia propuesta en [6], denominada codificac
de &rbol binario de cortes.

El area de trabajo se divide en subespacios, para
garantizar que los subespacios creados present&s co
de tipo guillotina se define una codificacion déahr
binario complementario de la siguiente forma:
Se define el niumero de capas, con base en este salo
determina el nimero de cortes. El nimero de capss
el valor a calibrar y determina el nimero de vaeisiten
la codificacién, asi como el nidmero de subespasios
creados. El nimero de corg@gsta dado por la ecuacion
17.

p=2-1 (17)
El niUmero de subespacios esta dado por la ecus8ion

Nse=2° (18)
Para representar la estructura que genera el diesp
son definidos dos vectores de tamafio igual al ndirder
cortes: el primerol es un vector de tipo binario que
define el tipo de corte (vertical u horizontal),selgundo
H es un vector real con valores entre 0 y 1 quaiata

la distancia porcentual a la cual se produce dkamon
respecto al tablero disponible.
Un ejemplo de arbol de cortes de dos capas, camesl
deH y Tiguales a:
0,65 0
0,40 |T=1 1
.30 1
Cortes= 2-1 = 3; Subespacios 2= 4
Generaria un patrén de corte como el presentada en

figura 3.
Corfe
-
|

|
Subespacio |
|

H =

Subespacio

___________ Lo Corfe
H — Ji

|

|
Subespacio | Subespacie
|

k] 4

\L
& c;‘re

Figura 3. Ejemplo de cortes de un tablero con dpas.

4.3 Implementacion de la técnica al problema

La metodologia propuesta se basa en tres algoritnaos
figura 4 representa el esquema relacional de lmais

Algorifme o| Algorifmo -
I g I "

Algorifme
Ir

Figura 4. Esquema de la metodologia.

La metodologia se basa en encontrar los valorésdpt

de los vectoresl y H, el algoritmol se encarga de
realizar la transformacion de tiras a contenedoets,
algoritmo||l realiza la busqueda exhaustiva de todas las
posibles combinaciones del vectdr, mientras el
algoritmolll hace la exploracion usando la técnica PSO
para determinar el valor éptimo del vedtbr

Algoritmo de transformacion Strip-Bins

El algoritmol consiste en determinar el nimero total de
placasy las dimensiones de cada una, donde luego se
resuelve una por una como un problemauatting stock

a través de los algoritmdky Ill . Las dimensiones de las
placas estan limitadas en todo momento a las
restricciones tecnoldgicas. El procedimiento patautar

el numero de placasifis se resume en los siguientes
pasos y la ecuacion (19):

1. Calcular la sumatoria de las areas de las piezas
demandas y dividir esta por el andhale la tira
(strip), este resultado es llamabg.

2. Definir 1, como la longitud de la pieza de
mayor largor del conjunto de piezas
demandadas.

3. Dividir el resultado del paso 1 entrgy
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;piﬂl

NUmeroBinss (19)

max

Teniendo el ndmero y las dimensiones de Boss se
resuelven como problemas detting stocksecuenciales
y dependientes, donde la demanda de piezas
disminuyendo mientras evoluciona el proceso. Debido
que el largo dektrip es un valor estimagalurante el
proceso se incrementard en caso de que no se logre
satisfacer la demanda.

ira

5. ANALISIS DE RESULTADOS

Para verificar la eficiencia de la metodologiaspreada

en este articulo se tomo6 de la literatura espeaiddi
bases de datos con casos de prueba para el tipo de
problema desarrollado en este trabajo. En la liérde
Mhand Hifi [7] se presentan 34 casos de estudio de
diferentes tamafios y complejidad matematica, los 25
primeros tienen entre 7 y 22 piezas con una cordpkgj
media y los 9 restantes tienen entre 56 y 198 pieaa

una alta complejidad.

El algoritmo fue implementado en DELPHI 7.0 ® eraun
computadora con unas especificaciones a un pramesad
Pentium ® 4 de 3.0 GHz y 1 GB de memoria RAM. El
numero de capas se ajustdé dependiendo del niumero de
piezas diferentes de cada instancia de pruebaetacidn
a la ecuacién (20). Los parametros de la técnic@ PS
fueron calibrados conforme a los rangos presentados
[8]. El tamafio de la poblacién fue 100 particulek,
namero de ciclos generacionales fueron 100, losresl
de g, ¢, y wfueron 2.05, 2.05 y 0.4, respectivamente.
NumerodeCapas|log, NumerodePie}as (20)
En la tabla 1 y 2 se presentan los valores derleidn
objetivo obtenidas de solucionar los casos de
complejidad media con y sin rotacibn de piezas
respectivamente, mediante 3 metodologias diferetaes
primera corresponde a los resultados reportadosifior
[9], la segunda a los resultados reportados poardket
al. [11] y la tercera corresponde a los resultados
obtenidos con el algoritmo propuesto en este dotitas
tablas 1y 2 son resumidas en las tablas 3y 4.

En la tabla 5 y 6 se presentan las respuestasidésesl
solucionar los casos de mayor complejidad con y sin
rotacion 90° de las piezas, respectivamente, medizn
metodologias diferentes: la primera correspond@sa |
resultados reportados por Hifi [10], la segundaos |
resultados reportados por Alvarez et[al] y la tercera
corresponde a los resultados obtenidos con eliafgor
propuesto en este articulo. Las tablas 5 y 6 samrielas

en las tablas 7y 8.

Problema | Hifi [9] |Alvarez etal. [11] | PSO Propuestt
SCP1 13 13 13
SCPZ 4C 42,5( 43
SCP3 14 15 15
SCP¢ 2C 20 20
SCPt 2C 20 20
SCP6 38 40,87 36
SCP7 14 12 14
SCP¢ 17 17 17
SCP¢ 68 76 73
SCP1( 8C 80 80
SCP1! 48 55 55
SCP1: 34 37 37
SCP1: 5C 47,51 49
SCP1¢ 69 67 68
SCP1t 34 35 35
SCP1¢ 33 33 33
SCP1i 39 35 38
SCP1¢ 101 106,4" 104
SCP1¢ 26 26 26
SCP20 21 21 21
SCP2] 14¢ 13¢ 14E
SCP2: 34 39 39
SCP2: 35 32 34
SCP2¢ 114 132 13C
SCP2t 36 36 36

Tabla 1. Resultados obtenidos sin rotacion.

Problema| Hifi [9] |Alvarez etal.[11] | PSO Propuestg
SCP1 13 13 13
SCPZ 4C 42,50 43
SCF3 14 15 14
SCP¢ 2C 20 20
SCP5 2C 20 11
SCP¢ 38 40,87 35
SCP7 14 12 13
SCP¢ 17 17 17
SCP¢ 68 76 73
SCP1( 8C 8C 80
SCP1! 48 55 55
SCP1: 34 37 37
SCP1: 50 47,51 48
SCP1¢ 69 67 67
SCP1t 34 35 35
SCP1¢ 33 33 33
SCP1i 39 35 35
SCP1¢ 101 106,4" 101
SCP19 26 26 26
SCP2( 21 21 21
SCP21 14k 13¢ 144
SCP2: 34 39 38
SCP2: 35 32 34
SCP2:¢ 114 13z 12C
SCP2t 36 36 36

Tabla 2. Resultados obtenidos con rotacion.

Resumen Hifi [9] Alvarez etal. [11]
Superados 4 4
Igualados 11 14
No superados 10 7

Tabla 3. Resumen de resultados de la tabla 1.
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Resumen Hifi [9] Alvarez etal. [11]
Superados 8 7
Igualados 10 13
No superados 7 5

Tabla 4. Resumen de resultados de la tabla 2.

Problema | Hifi [10] | Alvarez etal.[11] | PSO Propuest:
SCPL1 57 62,0¢ 56
SCPL2 165 154 16€
SCPL3 181 17¢ 18C
SCPL4 67 74,2¢ 66
SCPLE 147 146,8¢ 14€
SCPLE 24 27,7 24
SCPL7 12€ 130,97 12t
SCPL8 77 84 76
SCPLS 10z 101 101

Tabla 5. Resultados obtenidos sin rotacion.

Problema | Hifi [10] | Alvarez etal.[11] | PSO Propuest:
SCFL1 57 62,0¢ 55
SCPL2 165 154 154
SCPL3 181 17¢ 17¢
SCPLA4 67 74,2¢ 66
SCPL5 147 146,8¢ 14€
SCPLE 24 27,7¢ 23
SCPL7 12€ 130,97 12%
SCPL8 77 84 76
SCPLS 10z 101 101
Tabla 6. Resultados obtenidos con rotacion.
Resumen Hifi [10] |Alvarez etal.[11]
Superados 7 6

Igualados 1 1

No superados 1 2

Tabla 7. Resumen de resultados de la tabla 5.

Resumen Hifi [10] | Alvarez et al.[11]
Superado: 9 6
Igualados 0 3
No superado: 0 0

Tabla 8. Resumen de resultados de la tabla 6.
6. CONCLUSIONES

Se resolvio el problema de empaquetamiento
bidimensional en tiras con y sin rotacién de piezas
mediante el algoritmo d@article Swarm Optimization
obteniendo resultados de excelente calidad para los
problemas de gran escala y de buena calidad para lo
problemas de mediana escala.

La metodologia propuesta es lo suficientementestaby
puede ser aplicada a cualquier problema que esté
enmarcado dentro del tipo OG 2D-SPP.

Evaluando los resultados para los problemas delRi@
2D-SPP, se corrobora que la posibilidad de rotarl&9
piezas aumenta el grado de complejidad del prohlema
pero mejora ostensiblemente la calidad de las estast

La metodologia presentada en este articulo mugetra
en casos de estudio con un alto niamero de piezas se
obtienen resultados de excelente calidad.

Otra posible aplicacion de la metodologia propusstéa
implementarla para resolver los problemas
empaquetamiento éptimo tridimensional.

de
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