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1. INTRODUCCION

En la mayoria de los procesos que se presentaasen |
empresas de manufactura y de servicio, aparecen las
lineas de espera. Esto debido a que casi siemre, |
capacidad de servicio (en algin momento) es mem®r ¢

la capacidad demandada.

Este proceso de generacién de lineas de espeea, tra
consigo diferentes tipos de inconvenientes queftgan

a corto y mediano plazo. Por tal motivo, se cuentaun
conjunto de modelos matematicos que se enmarceh en
area de “La Teoria de Colas”[1]. Estos modelos dmsc
encontrar el equilibrio entre el nimero de unidagies

se encuentran en la linea de espera y la cantidad d
servidores que satisfagan la demanda de servicio.

Existen ocasiones donde es pertinente que el igaestr

se apoye en la Simulaciéon para analizar de una naane
mas flexible e integral el fenémeno de la lineasigera.
Por tal razon, se muestra en este articulo lasjzeEntue

se tienen al incorporar modelos de simulacién en la
Teoria de Colas.

Es asi, como el articulo presenta una descripcidiergl

de lo concerniente a “Teoria de Colas” y “Simulatjo
para finalmente presentar un caso modelo donde se
evidencia la aplicabilidad de estas dos tematicas
trabajadas en conjunto.
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2. TEORIA DE COLAS

2.1. Generalidades.

La teoria de colas es un conjunto de modelos
matematicos que describen sistemas de lineas éeaesp
particulares. El objetivo principal es encontrarestado
estable del sistema y determinar una capacidad de
servicio apropiada que garantice un equilibrio esrdf
factor cuantitativo (referente a costos del sisiepnal
factor cualitativo (referente a la satisfaccién dinte

por el servicio)[2].

Dado lo anterior, lo agentes principales que gadit en

este procesos analitico, son los clientes y logdmes.
Entendiéndose por cliente una persona, una orden de
servicio, un automdévil, una maquina en espera de
mantenimiento, entre otros y el servidor sera adguel
estacion que este en facultad de realizar la réspec
actividad de servicio sobre el cliente, por ejempto
cajero, una secretaria, una maquina, etc.

La figura 1, presenta un bosquejo de un sistemadéds
lineas de espera para una sola cola y un servidor
disponible, en donde es claro que cuando el cliézge

al sistema, si no hay nadie en la cola, pasa devena
recibir el servicio, de lo contrario, se une a tdac Es
importante sefialar que la cola no incluye a quistia e
recibiendo el servicio.
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Sistema de colas

Llegadas Disciplina Instalacion | sglidas
» Cola oTa cola del !
, servicio |

Figura 1. Modelo basico de una Linea de Espera.

Con base a lo anterior en necesario tener en cuenta
algunos componentes claves para ser analizados, los
cuales son[3]:

Las llegadas de los clientes.
La capacidad de la cola.

La disciplina de la cola.

Los tiempos de servicio.

La cantidad de servidores.
Las etapas del sistema.

oukrwnhpkE

Es por eso que en la Teoria de Colas se utiliza una
notacion generalizada para indicar el tipo de siatgue
se presenta. Esta notacion tiene la siguiente forma

A/Blc
En donde:
A: Se refiere a la distribuciéon de probabilidad que
siguen las llegadas al sistema.
B: Se refiere a la distribucion de probabilidad que
sigue el tiempo de servicio.
C: Indica la cantidad de servidores con lo que

cuenta el sistema.

La tabla 1 presenta la nomenclatura que se deleauti
conforme al sistema analizado.

CARACTERISTICA | SIMBOLO EXPLICACION
Distribucion de M Exponencial
Itllemzos(:)e D Determinista

egada - _
Distribucion de Ek Erlang tipo-k (k=1,2,...)
tiempos de G

servicio (B) General

Tabla 1. Simbologia utilizada en Lineas de Espera.

De esta manera un sistema de Lineas de Espera dbnde
patrén de llagadas siga una distribuciéon exponéngia
patrén de servicio sea otra distribucion exponéncie
cuente con un servidor, tendrd la siguiente notacio

M/M/1

Por otro lado, también es necesario identificatesugon
las caracteristicas operativas del sistema queaseav
medir para evaluar la eficiencia respectiva. Elasemas
utilizadas se tiene:
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» Numero promedio de unidades en la linea de
espera.

» Numero promedio de unidades en el sistema.

» Tiempo promedio de espera.

» Tiempo promedio de servicio.

Luego de haber citado algunas generalidades de lo
concerniente a la Teoria de Colas, se continda con
algunas conceptualizaciones necesarias para el
conocimiento integral de dicha temética.

2.2. Las Llegadas.

Este concepto hace referencia al analisis de cémo s
alimenta el sistema de colas en donde se evaligblex
como el tiempo que transcurre entre dos llegadas
sucesivas a dicho sistema.

Este valor es variable, por lo que se conoce como u
proceso estocastico. Por lo tanto, es necesarlzank
distribucion de probabilidad que presenta dichzabde.

Ademéas de este tiempo entre llegadas, también se
requiere analizar la cantidad de clientes que tiega
sistema, ya que puede ser de uno en uno o enhixdsl
manera, es relevante analizar también la distrdouci
probabilistica asociada a la cantidad de clierapsm@ados

gue llegan por unidad de tiempo. Esta variableoseae

con el nombre de “Tasa Media de Llegadas” y su
pardmetro asociado ek™Lambda.

2.3. La Capacidad de la Cola.

Es importante conocer de antemano cuél es la acgshci
maxima de la cola, es decir, cuantos clientes puede
ubicarse en la linea de espera. Ya que se puesenpae
casos en donde el sistema de colas presenta waadén
espera con capacidad limitada, otras donde egaliaiy
otras donde no hay lineas de espera (tal es eldmso
sistema de atencion por via telefénica en dondswerio

es blogueado y rechazado si la linea telefénica se
encuentra ocupada).

2.4, La Disciplina de la Cola.

Esta hace referencia al modo como se acomodan las
unidades o clientes en la cola antes de recibir el
correspondiente servicio. Entre las formas mastinaless

se encuentran el sistema PEPS y el sistema UEPS. El
primero se refiere a que la primera unidad queallag
sistema es la primera en ser atendida. El segurticai

gue el dltimo en ingresar a la cola es el primerser
atendido. La aplicacion de alguno de estos dosrsas
mencionados depende de la naturaleza de la unittad (
ejemplo un producto no perecedero podra ser trdbaja
con sistema UEPS, en cambio un producto perecedero
debera ser operado con un sistema PEPS).

Adicional a los sistemas mencionados, también selgu
presentar sistemas de colas en donde la atencidla se
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con base a los niveles de prioridad que llevertliestes
(un ejemplo tipico de este caso es el sistemaghnaias
médicas en un hospital).

2.5. Los Tiempos de Servicio.

El servicio puede ser brindado por un servidor o po
servidores mdiltiples. Este varia de cliente a tdiepor

tal motivo es necesario analizar la distribucion de
probabilidad asociada a dicha variable. EI tiempo
esperado de servicio depende de la tasa mediavdeice

la cual es evaluada a través del parameiy.o (

2.6. La Cantidad de Servidores.

En esta fase es importante conocer o identificanms
servidores estan disponibles para atender lostetieque
llegan al sistema. De esta manera se pueden paesent
diferentes estructuras de sistemas de colas. laafig
presenta dos muy comunes, la primera representa un
modelo con mudltiples servidores alimentados por una
sola cola y la segunda presenta un sistema enefaral
con una cola para cada servidor[4].

Sistema de colas

1 Salidas
—P( Servidor ﬁ—l'

Llegadas i i
g I -:Sandas

1Salidas
Cola —D-( Servidor |"—P

Figura 2. Estructuras de sistemas de colas.

Las caracteristicas generales explicadas hastarekento
permiten identificar claramente el sistema de cetdwe
el cual se realizaran los correspondientes analisis

3. SIMULACION.

Una técnica para ejecutar estudios piloto, conltatos
rpidos y a un costo relativamente bajo, esta lnasada
modelacién de escenarios a través de la simulaé&bn.
proceso de elaboracion del modelo involucra unadsd
abstraccion y no necesariamente es una réplicaade |
realidad; consiste en una descripcién que puedisse,
verbal o abstracta en forma, junto con las reglas d
operacion. Mas aun debido a que el modelo es damami
su respuesta a diferentes entradas puede ser paeala
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estudiar el comportamiento del sistema del cual fue
desarrollado.

Por lo tanto al explicar ideas o conceptos comp)djus
lenguajes verbales a menudo presentan ambigliedades
imprecisiones. Un modelo es la representacion saroe
una situacion; por eso representa un medio de
comunicacion mas eficiente y efectivo[5].

Dado lo anterior, es importante tener claro lagegar
basicas que debe poseer un modelo, estas son[6]:

= Los componentes, son las partes constituyentes del
sistema. También se les denomina elementos o
subsistemas.

= Las variables, son aquellos valores que cambian
dentro de la simulacién y forman parte de funciones
del modelo o de una funcién objetivo.

= Los parametros, son cantidades a las cuales se les

asignar valores, una vez establecidos los
parametros, son constantes y no varian dentro de la
simulacion.

= Las relaciones funcionales, muestran el

comportamiento de las variables y pardmetros
dentro de un componente o entre componentes de
un sistema.

= Las restricciones, son limitaciones impuestas a los
valores de las variables o la manera en la cual los
recursos pueden asignarse 0 consumirse.

= Las funciones de desempefo, se definen
explicitamente los objetivos del sistema y cémo se
evaluaran, es una medida de la eficiencia del
sistema.

3.1. Componentes de la Simulacién.

Todo modelo de simulacion debe contener unos
componentes béasicos tal como se ilustra en ladiguEl
componente de “Entidad” se utiliza para referirdedo

lo que el sistema procesa (Una pieza, un producta,
orden, un recibo de pago, etc.).

Las “Locaciones” representan los lugares fijosebn
sistema a ddonde se dirigen las entidades por @mnoes
almacenamiento, o alguna otra actividad o fabr@aci
(Una maquina, un area de trabajo, un area de espwa
cola, un ventanilla de pagos, etc.).

Las “Llegadas” indican cada cuanto y en que cadtida
llegan nuevas entidades al sistema, esto con efidin
alimentar el sistema y activar su procesamiento.

Un “Recurso” es un operario, 0 una maquina quessirv
para transportar, realizar operaciones puntuales,
mantenimientos o asistencias complementarias para e
procesamiento de entidades.

Una “Red de Rutas” se utiliza basicamente paratagns
caminos fijos por los cuales se mueven los recursos
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(operarios, maquinas, etc.) para transportar efeigla
dirigirse a otras estaciones.

ENTIDAD LOCACION

RECURSOS \\ / / VARIABLES
PROCESAMIENTO

REDES L T | ATRIBUTOS
LLEGADAS

Figura 3. Componentes bésicos de un modelo de
simulacion.

Las “Variables” son (tiles para capturar y guardar
informacion numérica, de tipo real o entera, paa s
utilizada en calculos de ciertas estadisticas ldetd que
puedan requerirse 0 para ciertos condicionamieyfms
restricciones del sistema analizado.

El “Atributo” es una condicion inicial (como una ra),

la cual puede ser asignada a entidades o a loesgion
entre ellos pueden contarse el peso de un matstial,
dureza, o cualquier otra caracteristica ya sea&afisi
quimica o de cualquier otro tipo que se quierarasi@
una entidad o locacién. Este ultimo, también puede
utilizarse como medio para obtener informacion mas
detallada del sistema, por ejemplo tiempos de aiclo
niveles de eficiencia de laguna estacion de trabajo

El componente de “Proceso” define las rutas y las
operaciones que se llevaran a cabo en las locacfmara

las entidades en su viaje por el sistema. Genenddnse
apoya en los diagramas de proceso u operacion ejue s
tienen para cada producto o servicio a simular. tBlor
motivo es el Ultimo componente que se elabora,ua q
necesita de los componentes ya mencionados para
vincularlos en su construccion.

4. DE LA TEORIA A LA PRACTICA.

4.1. Informacién General.

En pro de presentar las utilidades de aplicar los
conceptos de la Teoria de Colas a través de la
Simulaciéon, se tom6 como caso de estudio la cola
preferencial de una sucursal bancaria y se an#igo
medidas de desempefio de dicho sistema por medio del
modelo matematico respectivo, para luego ser ccadpar
con el modelo de Simulacion.

Para la toma de la informacién se realizé6 en horquie
no representaba “horas pico de servicio” y se zdtili
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muestreo sistematico tanto para el tiempo de serdi
cajero como para las llegadas de los clientes a la
cola[7],[8]. Para el tiempo de servicio se trabejd una
cota de error de 6 segundos y un nivel de configleta
95%, lo que generd una muestra de 82 observacitates,
como lo muestra la formula 1 (se aclara que laidesin
estandar de 0.46 minutos para el tiempo de senfig®
obtenida mediante una prueba piloto).

* 2 * 2
n:(a Zj :(0.46 1.96) 8128082 (1
B 01

Para el tiempo entre llegadas se trabajé con utzaadm
error de 6 segundos y un nivel de confianza del,96%
gue generd una muestra de 78 observaciones, tal lcom
muestra la formula 2 (nuevamente la desviaciomdsta
de 0.45 minutos para el tiempo entre llegadas
obtenida mediante una prueba piloto).

fue

Go[o*Z 2 (045*196
B 0.1
Es asi, como se tomaron las muestras respectivas de

tiempo entre llegadas de los clientes a la coleepacial
y el tiempo de servicio del cajero que los atendia.

2
j =7779078 (2

4.2. Aplicacion del Modelo de Teoria de Colas.

Con la informacién tabulada se aplicé una prueba
estadistica de bondad de ajuste para determinar que
distribucion probabilistica seguian los datos. R se
utilizé el estadistico de prueba Chi Cuadrado emddda
hipotesis nula tanto para los tiempos de servicma
para los tiempos entre llegadas, era que los depsian
una distribucién “Exponencial”’. El “P-Value” parasl
tiempos de servicio fue de 0.267 y para los tiengise
llegadas fue de 0.348, con lo cual, se concluyamebas
pruebas que la distribucién de cada conjunto desdat
sigue un comportamiento Exponencial.

Con base a lo expuesto hasta el momento, el matgelo
Teoria de Colas a utilizar es el “M/M/1” (ver figut). A
continuacion se presentan los pardmetros de “Tasa
Media de Servicio” y “Tasa Media de Llegadas”
encontrados con la informacién tomada, con losesusé
obtienen las medidas de desempefio del sistema alget
estudio a través de las ecuaciones propias del Imode
“M/M/1".

Tasa media de servicio (0:781clientes/minuto.
Tasa media de llegadas)(0.508clientes/minuto.

4.2.1. Medidas de desempefio. Aplicando los consepto
concernientes al modelo M/M/1, se presenta las
siguientes medidas de desempefio con sus
correspondientes formulas matematicas:
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< Porcentaje de utilizacion del sistema:

) _ 0508 _

=2 ="2""-065 3)
M 0781
e Cantidad promedio de clientes en la cola:
2
L = A _ 0508 =121 (@)

" u{u-2) 07810781 0509
e Cantidad promedio de clientes en el sistema:

A

L =L, +> =121+ 065= 186 (5)
Y7
e Tiempo promedio de un cliente en la cola:
L
—hao 121 5o ®)
4 A 050¢

e Tiempo promedio de un cliente en el sistema:

1

W =W, + h 238+128= 366 )

Con los resultados obtenidos se puede observalague
utilizacion del sistema de colas para la lineaguegfcial

es de 65%, luego hay un porcentaje de tiempo ocioso
moderado del 35%. También se observa que el tiempo
promedio que transcurre desde que el cliente entria
cola hasta que sale del servicio es de 3.66 minutos
Adicionalmente, se encontré que la cantidad promddi
clientes haciendo fila en la cola preferencialed @1.

4.3. Aplicacion del Modelo de Simulacion.

En este numeral se procede a mostrar las carsic&sig
resultados del modelo simulado a través del Soéwar
Promodel Student (Versién 7) en donde se aprecia el
comportamiento del sistema objeto de estudio.

MODELO M/M/1

Fila Preferencial

Cajero

Figura 4. Layout del modelo simulado.

La figura 4 ilustra el diagrama del sistema, ell @&
compone de dos locaciones. La primera hace refaranc

la fila preferencial donde Illegan los clientes
denomimados especiales o importantes del banco y la
segunda estacion se refiere al cajero encargadtedder

a dichos clientes.

En la primera estacion se asumi6 capacidad infif@sa
decir que no hay un tope maximo de clientes quéelgue
llegar a hacer fila) y en la segunda estaciorstbieciod
capacidad de uno, es decir que el cajero solo puede
atender un cliente a la vez.

Para alimentar este sistema se codifico el modelo d
llegadas con base al valor inverso de la tasa naglia
llegadas. Es decir que ek teérico de 0.508
clientes/minuto, equivale a decir que un clienégdl en
promedio cada 1.97 minutos a la fila (Ver figura 5)

mnivnls

Titity... H Locatdon. .. { [ty Bach... “ Hirst Tine... ‘UCCUHEHCES/ Frequencyi
AL Fils Preferenrial \] I T I(1.57)

Figura 5. Mddulo de Llegadas.

Para alimentar el mddulo del procesamiento sezitéi
valor inverso de la tasa media de servigp Q.781
clientes/minuto), lo que equivale a decir que gbrcase
demora atendiendo un cliente en promedio 1.28 mdnut
Este proceso se ilustra en la figura 6.

ﬁPrucess 1 U@W ‘ ﬁ

[ Entity. .. ][ Location. .. ][ Operation. .. ] %[
CLIENTE

H Destination. ..

Pila Preferenci Af'p CLIENTE Cajero
[ajero WAIT Eil.28)

Figura 6. MAdulo de Procesamiento.

Queput. ...

CLIENTE

Con base a la codificacion presentada del modelo a
simular, se corri6 la simulacién durante 20 diasuenos

de 8 horas diarios, lo que equivale a 160 horadiguaa

7 presenta un resumen de los resultados que permite
contrastar la veracidad del modelo simulado respakt
modelo tedrico M/M/1.

Name Scheduled Time (HR)| Awg Time Per Entry (MIN)  Avg Contents| % Ultilization

16000 128 068 Bad
16000 258 1% 100

Caenn
Fila Preferencial

Figura 7. Resumen de resultados del modelo simulado.

Es asi, como al comparar las cifras de las medigas
desempefio del modelo tedrico con las encontradas en
modelo simulado (ver tabla 2), se evidencia una muy
buena representacion de la realidad a través de la
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simulacién ejecutada[9], esto se corrobora gramigsie
el margen de diferencia entre los resultados deddms
modelos (Tedrico y Simulado) esta alrededor deb4..2

podra realizar cambios y ajustes al modelo con la
tranquilidad de que los resultados obtenidos seréan
acordes con la realidad.
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