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METODOS VARIACIONALES PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS DE ELASTICIDAD
Variational principles for the solution of elasticity problems.

RESUMEN

En este trabajo se determina la condicién parahkds puntos de bifurcacién
del proceso de deformacion y la forma de perdid&stabilidad utilizando el

principio variacional.

PALABRAS CLAVES: Deformacion, estabilidad, puntos de bifurcacion,

tensor de Piola-Kirchoff.

ABSTRACT

In this work the condition to find the bifurcatiop®ints and the form of loss

stability using the variational principle are olbizd.

KEYWORDS: Bifurcations points, deformation, Piola-Kirchaff' tensor,

stability.

1. Introduccion
Las dificultades en la solucién de problemas dabdslad
radican no solamente en la geometria y la n@alidad,
sino también en la falta de informaciorceraa de
la configuracion actual. A diferencia con pzeblemas
geométricos no lineales la

configibn actual

no se puede considerar igual a tnfiguracién
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inicial, ya que tal supoéitipuede llevar a resultados

cualitativamente equivarsadEs por esto, como se

hace en[1], quosmproblemas no lineales de

cuerpos deformables sdiliza en gran manera

el

planteamientopdoblemas en  velocidades, en

los cuales las etuaes de equilibrio, las condiciones
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en la frontera y otras relaciones, se formularéeminos
de las velocidades del cambio escalar y parametros

1. Planteamiento del problema

Examinemos un cuerpo elastico-plastico
arbitrario, que ocupa en la configuracién iniceakégion
V,, con su fronterd5, . Supondremos que en la parte de
la frontera S; es dado el vector de los esfuerzos
superficiales P = P g = Pigj , sobre la demas
parte de la superfici@J son conocidos los traslados de
los puntos de la fronterd = U, gj =u' 9. Supongamos
ademds que las fuerzas de las masas son cero lpsque
esfuerzos superficiales estdn "quietos". Es neicesar
determinar en cualquier momerkeel estado de tension-

deformado del cuerpo analizado.
2. Criterio de unicidad, principio variacional

Analicemos un caso particular y muy utilizado,
cuando se dan pequefias deformaciones, es decidccua

los componentes del tensor gradiente de los

desplazamientos son pequefios en comparacion con la

unidad. Al
dependencias entre los diferentes tensores quetdest

mismo tiempo, para determinar las
estado de tension del cuerpo analizado, la coraibin

actual se sustituye por la inicial.

Las ecuaciones para los componentes de los
diferentes tensores de tension bajo estas condiisa
satisfacen. Pero como se discute en [2], pararditer

la dependencia entre los diferentes tipos de ideddes

de cambio de los tensores, es necesario hacer una

diferenciacién con respecto al parametro tempoyal,
luego despreciar los componentes del tensor griadien
desplazamiento. La expresiones para los diferentes
componentes de la rata de cambio del tensor de-Piol
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tensoriales, que describen el comportamiento detmb
analizado

Kirchhoff, teniendo en cuenta lo anteriormente dicho,
toman la forma

=+ g,

Teniendo en cuenta que

ol

o =& +Gkg" +Gika.j|’%,

T=T'GG, =T,G'G’,
ésta Ultima ecuacion se escribe como
ool . L
=7 -r"& -1"& +1"&,.

Anteriormente, dicha expresion se obtuvo en |dsajus
[2] y ampliamente se ha utilizado en la soluciérias
problemas de estabilidad de sistemas deformables.

Las ecuaciones de equilibrio en velocidades y las
condiciones correspondientes de frontera se f@amul
con el uso el primer tensor de Piola-Kirchoff. Las
ecuaciones de equilibrio en términos de los commpieise
del primer tensor de Piola-Kirchoff, tienen el agpe

o

—=0.

1
x ®

De igual manera se escriben las condiciones en la
frontera en términos de las velocidades

ij —

N =

B sobreS; , 2)

& =& sobre§,, (3)
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dondeN = N, g' =N g; es la normal exterior a la De ésta Ultima y lo anteriormente mencionado,
superficie del cuerpo en la configuracion inicial. obtenemos
oil
Las relaciones constitutivas se formulan teniendo I, (L@,Iﬁs J'AT Any dV
en cuenta la derivadas en la forma de Jaumanraveéstr Vo
i6 i _ jk il ikl
de los tensores de tension de Kirchoff. En el caseeral J'(G riAn, +G*rlAn, )A”ij av

las relaciones diferenciales nolineales se reptasete
la siguiente manera
i + IrgAvavk’ ; dv >0. (6)
T = LB (4) Vo
o de la forma
Para la formulacion de la solucién

A
general (o el correspondiente  principio |a(L8518&) = IAT" A’7i,-dV
variacional) es necesario las ecuaciones del Vo
equilibrio, las condiciones en la frontera y las _[ i
quii on! v [ R¥0& 08,0V >0 )
relacionas constitutivas representarlas en términos A

de un Unico tensor, esto es posible utilizando [1]: i
P [ los componentes de la mat@’™ se calculan de la

siguiente manera:

El problema antes formulado puede no

tener solucion Unica [2, 9]. Supongamos que RiK —(Gadrb°+Ga° bd) 535b+u 6b+u 53)
existet,, tal que la solucién del problema (1) - (6) ( +5C5d +u 5(1 + ) TJ )
es Unica, dondet<t, es un parametro U]

monotonamente creciente que caracteriza el , . ,

) Es de notar, que debjdo a la no linealidad del
proceso de carga de los cuerpos. Denominemos a B i
. L ) problema, la funciolAW = A 7" 77, depende de los dos
esta solucién la “basica” y todo lo relacionado con ) | )
campos de velocidades, y por lo tanto el funcional

| (%,%) no estara dado en cuadraturas. Esta
circunstancia limita esencialmente la posibilidaitizar

esta solucién lo designamos por el indicg”:
Supongamos que en un determinado momento
t =1, ademas de la solucion basik?g existe por o i _ ) ]
. . las condiciones (7) para investigar la bifurcacidel

lo menos otra soluciond. Introduciremos al
andlisis las diferencias Av = & — &,
= I&a —Igfb, etc.  Utlizando las

transformaciones usuales llegamos a la siguiente

proceso de deformacién. Sin embargo, para una serie
variantes de la teoria de plasticidad es posildétsin la
condicion (9) por otra condicion mas fuerte, bdsée

L . en el concepto de linearizacion "cuerpo de
condicién de unicidad o o
comparacion”. "Los cuerpos de comparacion" poseen

propiedad que las ecuaciones son lineales en sus

,(&.&)= [An'Av, dv >0 (5)

v velocidades, es decir, para cualquigt y /& tiene
0

lugar la siguiente desigualdad
Introduciendo la llamada medida de Jaumann y

teniendo en cuenta qu§ =A% se tiene:

AW = AW, =D"™An.An . 8)

O
o' = & +G*o' g +G* o', . (0.1)
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Para el calculo de la matr®"™ es necesario utilizar [1]
e integrando en la regiéR |, siendoQ las direcciones
de la microdeformacion activa en el momento donde
ocurre la bifurcacion. En este caso, es sencillstrap
que la unicidad se cumple si se lineariza el cudgo
comparacion de Euler, es decir tiene lugar la sigei
desigualdad:

H) = | DPAGAZ, AV

- [ R¥0& 06 dv >0, ©)
Vn
de esta forma, el problema para hallar los purgos d
bifurcacién del proceso de deformacién y la forrea d
perdida de estabilidad conllevé a encontrar losrealy
funciones propias del problema autoconjugado dara e
sistema de las ecuaciones lineales:

AI&‘}J =0, (10)

AR :%(@j +8 +8, &), (1)

A

' =D™ap (12)

teniendo en cuenta las siguientes condiciones en la
frontera

NiAI&” =0, sobre S,
Av; =0, sobre §;. (14)

Siguiendo [9] se tiene que la condicién estaciandel
funcional H (Av) dado en el campo de velocidades esta
dado por las ecuaciones (10) y las condicionea en |
frontera (12). Asi, para determinar el pardmetiticor
temporalt, y la forma de la pérdida de estabilidddse
puede utilizar la siguiente condicién (principio
variacional):

OoH =0. (14)

3. Conclusion

Para hallar la bifurcacion del proceso de defororase
utilizan los sistemas (10) - (13) o el principiaiaaional
(14).
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