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UNA CARACTERIZACIÓN DE ACCIONES LIBRES 
Y PROPIAMENTE DISCONTINUAS 

 

A characterization of free and properly discontinuous actions 

 

 

 
RESUMEN 
En este artículo se presenta dos resultados en forma de proposiciones acerca de 
acciones libres y propiamente discontinuas, las cuales se dan en grupos discretos, 
que en caso de actuar sobre un espacio Hausdorff localmente compacto ayuda a 
identificar casos de este tipo de acciones. Se ilustra este hecho con algunos 
ejemplos y algunos contraejemplos para mostrar la necesidad de ciertas hipótesis 
dadas en las proposiciones.   
 

PALABRAS CLAVES: acción libre, acción propiamente discontinua, grupo 
discreto. 
 
ABSTRACT 
In this article appears two results in the form of propositions about free and 
properly discontinuous actions, which occur in discrete groups, that in case of 
acting on a Hausdorff space locally compact aid to identify cases of this type of 
action. This fact with some examples and some counterexamples acquires 
knowledge to show the necessity of certain hypotheses given in the propositions.  
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1. PREELIMINARES 

 
Definición 1.1.  Sea G  un grupo dotado con una 
topología de tal manera que las aplicaciones producto e 
inversión de la operación de grupo, : G G Gµ × →  y 

: G Gι →  dadas por: 

( ) ;gh ghµ =  
1( )g gι −=  

son continuas, entonces se dirá que G  es un grupo 
topológico. Además se dirá que G  es un grupo discreto 
si es un grupo topológico que tiene la topología discreta. 
 
Observación 1.2. Todo grupo puede ser convertido en un 
grupo topológico si es dotado con la topología discreta. 
 
Ejemplo 1.3. Cada uno de los siguientes grupos es un 
grupo topológico. 
1. La recta real IR con la estructura de grupo aditivo y la 
topología euclídea.  

2. El conjunto IR*= IR-{0} de números reales diferentes 
al cero con la multiplicación, y la topología relativa de 
IR. 

3. El conjunto C*= C -{0} de números complejos 
diferentes al cero bajo la multiplicación compleja, con la 

topología relativa de C. 
4. El grupo lineal general GL(n, IR), que es el conjunto 
de matrices reales invertibles de n n×  con la 
multiplicación de matrices, con la topología relativa 

heredada de IR
2n .  

5. Cualquier grupo dotado con la topología discreta. 
 
Definición 1.4.  Sea X  un espacio topológico y G  un 
grupo topológico. Una acción continua de G  en X  es 
una aplicación continua : G X Xθ × → , tal que satisface 
las siguientes dos condiciones: 

1. ( , )e x xθ =  para todo x X∈ , donde e es la 

identidad de G  y  

2. 1 2 1 2( , ( , )) ( , )g g x g g xθ θ θ=  para todo x X∈ y 

1 2,g g G∈ . 
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Para simplificar la notación, se denota ( , )g xθ  por 
g x⋅ .   
Observación 1.5. De la definición se tiene que, en 

particular para cada g G∈  la aplicación :g X Xθ →  

definida por ( )g x g xθ = ⋅  es una aplicación continua de 

X  en sí mismo. Esto último, puesto que gθ es la 

restricción de la acción al subespacio { }g X X× → . 

Además cada aplicación es un homeomorfismo, puesto 
que la definición de la acción de un grupo garantiza que 

la aplicación dada por 1g
θ −  , la cual es la inversa de gθ , 

también es continua. 
 
Cuando G  es un grupo discreto, la acción 

: G X Xθ × →  es continua cuando se usa la topología 
producto en G X× . En otras palabras, cuando G  está 
dotado de la topología discreta, la acción es continua si y 

solo si para cada g G∈  , la aplicación  ( )g x g xθ = ⋅  , es 

continua. 
 
Definición 1.6. Sea G  un grupo, dada una acción en X , 
se define la órbita de x X∈  como el conjunto 

{ , }G x g x g G⋅ = ⋅ ∀ ∈ . 

Con el concepto de órbita de un elemento, se puede 
hablar del espacio cociente /X G, cuyos elementos son 
las órbitas de la acción. 
 
Definición 1.7. Una acción de un grupo G  sobre X se 
dice que es libre si g x x⋅ =  si y solo si g e= . 

 
2. Acción propiamente discontinua 

 
Definición 2.1. Sea G  un grupo que actúa 
continuamente en un espacio topológico X  y sean 

,A B X⊆ , se define ,A BG  como 

{ }, :A BG g G gA B= ∈ ∩ ≠ ∅  cuando A B= , solo se 

denotará por AG . 

 
Definición 2.2. Sea X  un espacio topológico y G  un 
grupo discreto. Una acción de G  en X  se dice es 
propiamente discontinua1 si y solamente si para cada par 
de puntos ,x y X∈ , existen vecindades U  de x  y V de 

y , tal que ,U VG
 
es un conjunto finito. 

 

                                                 
1 El término propiamente discontinua se contradice a sí mismo, puesto 
que las acciones de grupo propiamente discontinuas son, después de 

todo, continuas. La razón de su nombre es de carácter histórico.  

Observación 2.3. Cuando el grupo G  es discreto, 
obtiene propiedades topológicas especiales, por ejemplo, 
es Hausdorff, compacto (y localmente compacto).  
 
Proposición 2.4. Sea G  un grupo discreto y X  un G -
espacio Hausdorff. X  es un G -espacio propiamente 
discontinuo si y solamente si para cada par de puntos 

,x y X∈ , existen vecindades U  de x  y V de y , tal que 

,U VG
 
es finito. 

 
Proposición 2.5. Sea G  un grupo discreto y X  un G -
espacio Hausdorff. X  es un G -espacio propiamente 
discontinuo si y solamente si para cada subconjunto 

compacto K X⊆ el conjunto KG  es compacto. 

 
Aún más, considérese la siguiente proposición, (la cual 
corresponde a la definición de acción propiamente 
discontinua dada por Boothby [11] def. 8.1, es de 
considerar que en dicho texto esta definición se da para 
grupos de Lie y variedades diferenciables).  
 
Proposición 2.6. Supóngase que G  es un grupo discreto y 
X  un G -espacio Hausdorff. La acción es propiamente 
discontinua si y sólo si se cumplen las siguientes 
condiciones: 

1. Para cada x X∈ , existe una vecindad U tal que UG  es 

un conjunto finito. 
2. Si ,x y X∈ no están en la misma G -órbita, entonces 

existen vecindades U  de x  y V  de y  tal que 

gU V∩ = ∅  para todo  g G∈ . 

 
Demostración. Al tomar x y=  en la definición 2.1, para 

x  se tienen vecindades U  y V tales que gU V∩ = ∅
 

para todo g G∈  excepto para un número finito de ellos. 

Sea W U V= ∩ , como gW U∩ = ∅  y W V⊆  se sigue 

gW W gU V∩ ⊆ ∩ , y por lo tanto se satisface la primera 

condición. 
 
Ahora supóngase que ,x y X∈ están en órbitas distintas. 

Por la definición 2.1 existen vecindades U de x  y V de 
y  con gU V∩ = ∅

 
excepto para un número finito de g , 

sean estos 
1 2
, , ,

k
g gg K , sin pérdida de generalidad se 

puede asumir que todos son distintos. Como x  e y  no 

están en la misma G -órbita, se tiene que 
i

g x y⋅ ≠  para 

1, 2, ,i k= K . Ahora por ser X  un espacio Hausdorff 

existen conjuntos abiertos disjuntos 1, , ,k yW W WK , con 

i ig x W⋅ ∈  e yy W∈ . Por la continuidad de la acción se 

puede elegir  W  de manera que i ig W W⊆  para todo 

1, 2, ,i k= K , y si se elige ' yW W V= ∩  se tiene que 
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'gW W∩ = ∅  para  
1 2
, , ,

k
g gg g= K  y por tanto para 

todo g G∈ . 
Recíprocamente, supóngase que se satisfacen 1. y 2., se 
debe probar que la acción es propiamente discontinua, en 

efecto, para cada x X∈  existe U tal que UG  es un 

conjunto finito por 1., sea entonces 
i

y g x= ⋅  para algunos 

1 2
, , ,

k
g gg K  y sea ' iy U g U∈ ⊆  por tanto , 'U UG  es 

finito. Luego si ,x y  no están en la misma G -órbita, por 

2., se puede elegir U y 'U tal que , 'U UG = ∅
 

y este 

conjunto es ciertamente un conjunto finito. 
 
Una consecuencia importante de estas equivalencias es la 
siguiente caracterización de las acciones libres y 
propiamente discontinuas que algunos autores como por 
ejemplo Do Carmo [12] pag. 22 la dan como definición de 
acción propiamente discontinua. 
 
Proposición 2.7. Sea un grupo discreto G  el cual actúa en 
un espacio Hausdorff X , supóngase que la acción es libre 
y propiamente discontinua, entonces para cada punto 
x X∈  existe una vecindad U  tal que gU U∩ = ∅

 
para 

todo g G∈  excepto para g e= . 

 
Demostración. Al tomar x y=  en la proposición 10,  

existen vecindades U  y V  de x  tales que gU V∩ = ∅
 

excepto para un número finito de elementos, sean ellos 

0 1 2, , , , ke g gg g G= ∈K . Ya que la acción es libre y X  

es Hausdorff, para cada 
i

g  existen vecindades disjuntas 

iW
 
de x  y 'iW  de g x⋅ . Sea 

1 1
1 1 1 '' ( ') ( )k k kU U V W g W W g W− −∩= ∩ ∩ ∩ ∩ ∩L  

Se mostrará que 'U  tiene las propiedades requeridas, en 
efecto: 

Primero considérese ig g=  para algún  1i ≥ . Si 
1

1' 'x U g W−∈ ⊆ , entonces  'i ig x W⋅ ∈ , el cual es 

distinto de iW  y por lo tanto de 'U . Así ' 'gU U∩ = ∅ . 

Por otro lado, si g G∈  no es la identidad y no es alguno 

de los ig , entonces para cualquier 'x U U∈ ⊆ , se tiene 

que 'g x gU⋅ ∈ , el cual es disjunto con V  y por lo tanto 

también con U . 
 
 

3. Ejemplos de acciones propiamente 
discontinuas 

 
En seguida se presentan algunos ejemplos para observar el 
comportamiento de las acciones libres y propiamente 
discontinuas. 
 

Ejemplo 3.1. Sea 
1X S=  y sea la acción de G =  Z 

como potencias de una rotación irracional, es decir, la 
acción rota por / 2a π  con a  irracional. Esto es, se tiene la 

acción 
2 2 ( /2 )( , )it i t nan e eπ π π+a . Esta acción es libre, pero 

no propiamente discontinua, en efecto considérese el 

compacto 
2 1{ : 0 1/ 4}itK e S tπ= ∈ ≤ ≤ , ahora hay 

infinitos n∈Ζ  tales que nK K∩ ≠ ∅ .  
 
Nota: La acción propiamente discontinua obliga a la órbita 
G x⋅  a ser un subconjunto discreto de X  (para cualquier 
x ). Sin embargo, hay acciones libres con órbitas discretas 
que no son propiamente discontinuas. Véase el siguiente 
ejemplo. 
 

Ejemplo 3.2. Sea G = Z el cual actúa continuamente 
sobre el espacio topológico X = IR2-{(0, 0)} por las 

potencias de 
1

2 0

0 2−

 
 
 
 

. 

Es decir , 2( , ( , )) (2 )n n
x yn x y −a . Entonces las Z-

órbitas están en las hipérbolas xy cte= , o en los ejes 

coordenados. Para ver que la acción no es propiamente 
discontinua considérese el punto (1,0) y el compacto 

2 2{( , ) :  ( -1) 1}X x y x y= + ≤ , entonces nK K∩ ≠ ∅
 
 

para todo n∈ Ζ, como muestra la figura 1. 

 
Figura 1: Acción no propiamente discontinua. 

 
El interés en las acciones libres y propiamente 
discontinuas está en que para tales acciones en el caso 
Hausdorff localmente compacto se puede encontrar un 
abierto U  alrededor de cada x X∈  tal que U  es disjunto 
con gU  siempre que g e≠ , y recíprocamente, cuando 

esto se tiene, la acción es desde luego libre y propiamente 
discontinua. Así, para tales acciones podemos decir que en 

/X G se puede identificar puntos en la misma G -órbita, 
con este proceso de identificación no se cruza el espacio 
X  por identificación de los puntos de X  que están 
arbitrariamente cercanos unos de otros.  
Un ejemplo donde se nota que no se tiene una buena 
identificación es el siguiente: 
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Ejemplo 3.3. Considérese la acción de G =  Q sobre IR 
por traslaciones aditivas (Q dotado con la topología 
discreta, para que encaje en la descripción de un grupo 
discreto). Esta es una acción continua, pero el cociente 
IR/Q  no se comporta muy bien, ya que se tiene que 
cualesquier dos  Q -órbitas en IR contienen puntos 
arbitrariamente cercanos.  
 
Sin embargo, existen otros ejemplos que presentan 
dificultades en cosas más sutiles: 
 
Ejemplo 3.4. Considérense las raíces n -ésimas de la 

unidad 0
0

ieω = , /
1

i neω = ,…, ( 1) /
1

n i n
n eω −

− = . Sea       

G =  Zn el grupo de los enteros módulo n  bajo la 

adicción y X = Χ. La aplicación :θ   Z2×  C→C
 
dada 

por ( , ) kk z zθ ω=  con 0 k n≤ < , define una acción de Zn  

sobre C, la cual rota en sentido horario a z  sobre una 

circunferencia de radio | |z  al número z un ángulo 

2 /k nπ . (Figura 2) 

 
Figura 2: Acción con aplicada a  z∈C  con 9n = . 

Para cualquier z∈C distinto de cero, su órbita consiste 
en n  puntos igualmente separados en la circunferencia de 
radio | |z  centrado en el origen. Es geométricamente obvio 

(y por lo tanto es fácil dar una prueba rigurosa) que para 
una bola abierta euclidiana centrada en z  con radio ε  lo 

suficientemente pequeño (del orden de | | /z nπ ) ( )B zε ,  

es disjunta de sus traslaciones por los elementos del grupo 

no triviales; es decir, al hacer girar ( )B zε  sobre el origen 

por ángulos 2 /k nπ  con k ∈  Z se consiguen conjuntos 

disjuntos de ( )B zε , excepto cuando n  divide a k . Por lo 

tanto, en C-{0} la acción es libre y propiamente 
discontinua. Sin embargo, para el origen es muy diferente 
(cuando n>1): el origen es fijado por el grupo entero, y así 
cada  vecindad del origen encuentran su traslación por 

cualquier elemento del grupo. Así, la acción en todo C no 
es libre debido a las dificultades en el origen, sin embargo 
es propiamente discontinua. 
 
A continuación se dan ejemplos de acciones libres y 
propiamente discontinuas: 
 
 
 
 
Ejemplo 3.5.  

1. Considérese la acción de Z sobre IR por traslaciones 
aditivas ( , )n x x n+a . Esta acción es continua para la 

topología discreta en Z, que sea libre se sigue de la 
ecuación x x n= +  la cual es cierta solo para 0n = . Para 
mostrar que es propiamente discontinua para cada x∈  IR 
tómese un abierto ( , )U x xε ε= − +  con 0ε > , de donde 

se tiene que nU U∩ = ∅
 
para todo 0n ≠ .  

2. La aplicación antípodal en 
nS  visto como una acción 

del grupo Z2={-1,1} ( ( )A x x= −  para el elemento 

diferente del neutro), es libre y propiamente discontinua. 
Que sea libre es claro por la continuidad, y para cualquiera 

nx S∈ , los puntos cerca a x  todos tienen sus antípodos 
bastante lejos. 

3. Sea 
1 1T S S= ×  el toro. La aplicación continua 

,( , ) (1 / , ) ( )z wz w z w −− =a  toma la primera 

circunferencia y la refleja por el eje x  (en la figura 3 se 
divide en dos cilindros, y se identifica el superior con el 
inferior), toma la segunda y la hace girar 180 grados (en la 
figura 4 se visualiza el giro sobre los bordes del cilindro), 
además es su propio inverso (si se aplica dos veces da la 

identidad). Así, se tiene una acción por el grupo Z2 sobre 
el toro T , como en el caso de la aplicación antípodal en la 
esfera, la acción es libre y propiamente discontinua, porque 

una vecindad pequeña de un punto 0 0,( )wz  en 
1S  se 

mueve bastante lejos de sí mismo bajo la aplicación de esta 

acción por el único elemento no trivial de Z2, debido al 

hecho que 0w  es girado 180 grados. Se ha dado entonces 

el cociente asociado al toro 
1 1T S S= ×  bajo la acción de 

Z2, 
1 1S S× /  Z2 se llamará la botella de Klein. 

 

 
 

Figura 3: Identificación Figura 4: Giro sobre los bordes 
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Esta definición de la botella de Klein está relacionada 
con la vizualización tradicional, dada como el espacio 
cociente del rectángulo [0,1] [0,1]×  por la relación de 

equivalencia que identifica los puntos ( , 0) ( ,1)x x:  y 

(0, ) (1,1 )y y−: , con 0 , 1x y≤ ≤ , o un poco más 

general como el cociente de Ρ2 por la relación de 

equivalencia definida por    ( , ) ( , ( 1) )n
y mx y x n ++ −:  

para ,n m∈  Z2. La botella de Klein se muestra en las 
figuras 5 y  6: 

 
Fig5: Identificación Fig6: Visualización tradicional 
 

4. Conclusiones 
 
Cuando un grupo G  es finito, la acción siempre es 
propiamente discontinua. Si la acción es propiamente 
discontinua no tiene por qué ser libre. Si la acción es 
libre, no necesariamente es propiamente discontinua. 
Para las acciones libres y propiamente discontinuas en el 
caso Hausdorff localmente compacto se puede encontrar 
un abierto U  alrededor de cada x X∈  tal que U  es 
disjunto con gU  siempre que g e≠ . 

Cuando el espacio es Hausdorff localmente compacto y 
el grupo es discreto, la acción es libre y propiamente 
discontinua. 
Para las acciones libres y propiamente discontinuas se 
tiene que en /X G se identifican puntos en la misma G -
órbita, con este proceso de identificación no se cruza el 
espacio X  por identificación de los puntos de X  que 
están arbitrariamente cercanos unos de otros. Esto 
garantiza que  /X G es Hausdorff. 
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