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UNA CARACTERIZACION DE ACCIONES LIBRES
Y PROPIAMENTE DISCONTINUAS

A characterization of free and properly discontinuais actions

RESUMEN

CARLOS A. ESCUDERO S.
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1. PREELIMINARES

Definiciébn 1.1. Sea G un grupo dotado con una
topologia de tal manera que las aplicaciones ptodeic
inversion de la operaciéon de grupg,:GxG - G y

/:G - G dadas por:

u(gh) = gh 1(g)=g7*
son continuas, entonces se dira gB@e es un grupo
topolégico. Ademas se dira qu& es un grupo discreto
si es un grupo topolégico que tiene la topologsardia.

Observacion 1.2 Todo grupo puede ser convertido en un
grupo topoldgico si es dotado con la topologiardisc

Ejemplo 1.3 Cada uno de los siguientes grupos es un
grupo topoldgico.

1. La recta real IR con la estructura de grupavadit la
topologia euclidea.

Fecha de Recepcion: 15 de Septiembre de 2009.
Fecha de Aceptacion: 18 de Noviembre de 2009.

2. El conjunto IR*= IR-{0} de numeros reales difates
al cero con la multiplicacion, y la topologia relatde
IR.

3. El conjuntoC*: C -{0} de numeros complejos
diferentes al cero bajo la multiplicacion complajan la

topologia relativa d€.

4. El grupo lineal general GL(n, IR), que es eljonto

de matrices reales invertibles dexn con la
multiplicacién de matrices, con la topologia refati

2
heredada de IR .
5. Cualquier grupo dotado con la topologia discreta

Definicién 1.4. Sea X un espacio topolégico ¥5 un
grupo topolégico. Una accién continua @& en X es
una aplicacion continu&:Gx X — X, tal que satisface
las siguientes dos condiciones:

1. 6H(e,X)= x para todoxd X, donde e es la

identidad deG vy
2. 6(9,,6(9,,%)=6(g9,, ¥ para todox Xy
9,,9,0G.
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Para simplificar la notacion, se denot¥g, x) por

g X.

Observacion 1.5 De la definicion se tiene que, en
particular para cadagg G la aplicacion 6’9 X - X

definida por 6, (x) = g[X es una aplicacién continua de

X en si mismo. Esto Ultimo, puesto qlf% es la

restricciébn de la accion al subespadig x X - X.

Ademas cada aplicacion es un homeomorfismo, puesto
que la definicién de la accién de un grupo garantgae

la aplicacién dada podé?g_l , la cual es la inversa d@g ,

también es continua.

Cuando G es un grupo discreto, la accion
8:Gx X - X es continua cuando se usa la topologia
producto enGx X. En otras palabras, cuand® esta
dotado de la topologia discreta, la accién es ooatsi y
solo si para cadg UG , la aplicaciéon G,(x) =gk, es

continua.

Definicién 1.6.SeaG un grupo, dada una accion ef,

se define la 6rbita dexd X como el conjunto
Gxk={gxUgl G.

Con el concepto de orbita de un elemento, se puede

hablar del espacio cocient¥ / G, cuyos elementos son
las oOrbitas de la accion.

Definicién 1.7. Una accién de un grup& sobre X se
dice que es libre s [(X= X siy solo sig = e.

2. Accién propiamente discontinua

Definicibn 2.1. Sea G un grupo que actla
continuamente en un espacio topolégicd y sean

A BO X, se define Gag como

Gps :{gD G: gAn B# D} cuando A= B, solo se

denotara poiG, .

Definicién 2.2. Sea X un espacio topolégico ¥z un
grupo discreto. Una accion d& en X se dice es
propiamente discontindasi y solamente si para cada par
de puntosx, yOO X, existen vecindadeld de x y V de

y, tal queG ,, es un conjunto finito.

El términopropiamente discontinuse contradice a si mismo, puesto
que las acciones de grupo propiamente discontisoas después de
todo, continuas. La razén de su nombre es de catdéstérica
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Observacion 2.3. Cuando el grupoG es discreto,
obtiene propiedades topolégicas especiales, porpije
es Hausdorff, compacto (y localmente compacto).

Proposicién 2.4.SeaG un grupo discreto yX un G -
espacio Hausdorff.X es un G -espacio propiamente
discontinuo si y solamente si para cada par deopunt
X, yO X, existen vecindaded de x y V de vy, tal que

Gy y es finito.

Proposicién 2.5.SeaG un grupo discreto yX un G -
espacio Hausdorff.X es un G -espacio propiamente
discontinuo si y solamente si para cada subconjunto

compactoK [ X el conjuntoG, es compacto.

Aln mas, considérese la siguiente proposicion, (lal c
corresponde a la definicion de accién propiamente
discontinua dada por Boothby [11] def. 8.1, es de
considerar que en dicho texto esta definicién seata
grupos de Lie y variedades diferenciables).

Proposiciéon2.6. Supéngase qué es un grupo discreto y

X un G -espacio Hausdorff. La accidon es propiamente
discontinua si y soélo si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Para cada [ X, existe una vecindad tal que G, es

un conjunto finito.
2. Si X,y Xno estan en la mism& -6rbita, entonces

existen vecindadesU de x y V de y tal que
gunV =01 paratodogUG.

Demostracion. Al tomar x = y en la definicién 2.1, para
X se tienen vecindaded y Vtales quegunV =10
para todogJ G excepto para un namero finito de ellos.
SeaW=UnV,comogWnU=0 yWDOV se sigue
gwWwn WO gUn V, y por lo tanto se satisface la primera
condicién.

Ahora supdngase qug, y[I Xestan en Orbitas distintas.

Por la definicion 2.1 existen vecindadesde x y V de
y con gU nV =0 excepto para un namero finito dg,

sean estosg,,g,.K ,g,, sin pérdida de generalidad se
puede asumir que todos son distintos. Corm@ y no
estan en la mism& -6rbita, se tiene que. [x# y para
i=12K k. Ahora por serX un espacio Hausdorff
existen conjuntos abiertos disjuntw,K ,W,W, con

g, xUW e yOW,. Por la continuidad de la accién se
puede elegir W de manera quegW O W para todo
i=1,2K k, y si se eIigeW':V\Qm V se tiene que
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gWn W'
todo gIG.

Reciprocamente, supdngase que se satisfacen 1.sg 2.
debe probar que la accién es propiamente discajtien

efecto, para cadax[ X existe U tal que G, es un

O para g=g,9,K g Yy por tanto para

conjunto finito por 1., sea entoncgs= g, [x para algunos
9,,9,K.g, Yy sea you'd giU por tanto G, ;. es
finito. Luego si x, y no estan en la mism& -0rbita, por
2., se puede elegiy U'tal que G, . =0 vy este
conjunto es ciertamente un conjunto finito.

Una consecuencia importante de estas equivalensits e
siguiente caracterizacion de las acciones libres vy
propiamente discontinuas que algunos autores cammo p
ejemplo Do Carmo [12] pag. 22 la dan como defimiaié@
accion propiamente discontinua.

Proposicién 2.7.Sea un grupo discret@ el cual actda en

un espacio HausdorfK , supéngase que la accion es libre
y propiamente discontinua, entonces para cada punto
x[ X existe una vecindatd tal que gu nU =0 para

todo g0 G excepto paragy = e.

Demostracion. Al tomar x=y en la proposicion 10,
existen vecindadell y V de x tales quegu nV =0
excepto para un numero finito de elementos, selas el
0, =e0;,.9,K ,g OG. Ya que la accion es libre X

es Hausdorff, para cadgi existen vecindades disjuntas

W de x y W' de g[k. Sea
U'=sUnVaWn (g W)nL n Wn(g W

Se mostrara qué ' tiene las propiedades requeridas, en
efecto:

Primero considéreseg = g, para algin i=1. Si

xOU'0g'W', entonces g, (xOW', el cual es
distinto deW, y por lo tanto deU '. Asi gU'nU'=0.
Por otro lado, sigd G no es la identidad y no es alguno
de los g;, entonces para cualquietdU'0 U, se tiene

que g [(xO guU"', el cual es disjunto cox y por lo tanto
también conJ .

3. Ejemplos de acciones

discontinuas

propiamente

En seguida se presentan algunos ejemplos para abstrv
comportamiento de las acciones libres y propiamente
discontinuas.
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Ejemplo 3.1 Sea X = s y sea la accion de&s = 4
como potencias de una rotacion irracional, es ddair
accién rota poa/ 277 con a irracional. Esto es, se tiene la
L 27t & tnalom) L .
accion (n,e€ ) a . Esta accion es libre, pero
no propiamente discontinua, en efecto considérdse e
compacto K :{ez”'t 0S:0< t<1/ 4},
infinitos NOZ tales quenK n K# 0.

ahora hay

Nota: La accion propiamente discontinua obliga a la érbit
G[x a ser un subconjunto discreto dé (para cualquier
x). Sin embargo, hay acciones libres con orbitasrelias
gue no son propiamente discontinuas. Véase el siguie
ejemplo.

Ejemplo 3.2 Sea G =7 el cual actGa continuamente
sobre el espacio topolégicoX =IR%{(0, 0)} por las

t ias d 2 0
otenclas .
P o 2%t

Es decir (n,(x,y))a (2"x2 "y). Entonces lasZ-
Orbitas estan en las hipérbolag/= cte, o en los ejes

coordenados. Para ver que la accion no es proptamen
discontinua considérese el punto (1,0) y el congpact

X={(xy: (x)*+ y¥ <1}, entonces nKn K #[J
para todon[J Z, como muestra la figura 1.

Figura 1:Accion no propiamente discontinua.

El interés en las acciones libres y propiamente
discontinuas esta en que para tales acciones easel
Hausdorff localmente compacto se puede encontrar un
abiertoU alrededor de cadad X tal queU es disjunto

con gU siempre queg # e, y reciprocamente, cuando

esto se tiene, la accion es desde luego libre pigamente
discontinua. Asi, para tales acciones podemos daeiren

X I G se puede identificar puntos en la mis@adrbita,

con este proceso de identificaciébn no se cruzasgh@o

X por identificacion de los puntos dX que estan
arbitrariamente cercanos unos de otros.

Un ejemplo donde se nota que no se tiene una buena
identificacion es el siguiente:
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Ejemplo 3.3 Considérese la accion deé = Q sobre IR

por traslaciones aditivasQ( dotado con la topologia
discreta, para que encaje en la descripcion derupog
discreto). Esta es una accion continua, pero eleote
IR/Q no se comporta muy bien, ya que se tiene que
cualesquier dos Q -6rbitas en IR contienen puntos
arbitrariamente cercanos.

Sin embargo, existen otros ejemplos que presentan
dificultades en cosas mas sutiles:
Ejemplo 3.4 Considérense las raicas-ésimas de la

@, :eOi @ = e”n,...,a)n_l :e(n—l)i/n.
G= Zn el grupo de los enteros médulo bajo la
adiccion y X = X. La aplicaciond: Z,x C - C dada
por 8(k, z) = @, z con 0< k < n, define una accién dé.,

unidad Sea

sobreC, la cual rota en sentido horario z sobre una
circunferencia de radio]z| al nimero Zun &ngulo
2k7r/ n. (Figura 2)

B(woy, z) = waz
i ‘:[t,w(lw/il+u)

Figura 2:Accion con aplicada az J C conn=9.

Para cualquierz C distinto de cero, su érbita consiste
en n puntos igualmente separados en la circunfererecia d
radio | z| centrado en el origen. Es geométricamente obvio

(y por lo tanto es facil dar una prueba rigurosa@ gara
una bola abierta euclidiana centradazrton radio £ lo

suficientemente pequefio (del orden|dg|77/n) B.(2)

es disjunta de sus traslaciones por los elemertogrdpo
no triviales; es decir, al hacer gir8,(2) sobre el origen

por angulos2kzz/n con kO 7 se consiguen conjuntos
disjuntos deB, (2), excepto cuandm divide ak. Por lo

tanto, en C—{O} la accion es libre y propiamente
discontinua. Sin embargo, para el origen es musretite
(cuandon>1): el origen es fijado por el grupo entero, y asi
cada vecindad del origen encuentran su traslao@m
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cualquier elemento del grupo. Asi, la accion en tadao
es libre debido a las dificultades en el origen,eshbargo
es propiamente discontinua.

A continuacion se dan ejemplos de acciones libres y
propiamente discontinuas:

Ejemplo 3.5.
1. Considérese la accién @ sobre IR por traslaciones
aditivas (n, x) a x+ n. Esta accion es continua para la

topologia discreta e/, gue sea libre se sigue de la
ecuacionx = X+ n la cual es cierta solo para=0. Para
mostrar que es propiamente discontinua para cddaR
tdbmese un abiertt) = (x— &, x+¢€) con £ >0, de donde

se tiene queU n U =00 para todon # 0.
2. La aplicaciéon antipodal eB8” visto como una accion
del grupo Zzz{-l,l} (A(XY)=-x para el elemento

diferente del neutro), es libre y propiamente disicna.
Que sea libre es claro por la continuidad, y paedgciera

x0S", los puntos cerca & todos tienen sus antipodos
bastante lejos.

3. SeaT=5x9S el toro. La aplicacion continua
(zwa (1/z-w=(z-w) toma la  primera
circunferencia y la refleja por el epe (en la figura 3 se
divide en dos cilindros, y se identifica el superon el
inferior), toma la segunda y la hace girar 180 gsa@n la

figura 4 se visualiza el giro sobre los bordesail@idro),
ademas es su propio inverso (si se aplica dos \dzxds

identidad). Asi, se tiene una accion por el grifposobre
el toro T, como en el caso de la aplicaciéon antipodal en la
esfera, la accion es libre y propiamente discoatiporque

una vecindad pequefia de un pur(@,w,) en S se
mueve bastante lejos de si mismo bajo la aplicatédesta
accion por el Gnico elemento no trivial d&, debido al
hecho quew, es girado 180 grados. Se ha dado entonces

el cociente asociado al tofb=S'x S bajo la accién de
7., S'x S/ 7., se llamara la botella de Klein.

N
s/ /// \\ \
N N/
\\ //

Figura 3:ldentificacion  Figura 4: Giro sobre los bordes
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Esta definicion de la botella de Klein esta relaciana
con la vizualizacién tradicional, dada como el egpa
cociente del rectangul§0,1]x[0,1] por la relacién de

equivalencia que identifica los puntdx,0): (x,1) y
0,y): 1,1-y), con 0<x,y<1, o un poco mas
general como el cociente dé® por la relacion de
equivalencia definida por (X, y): (x+ n(-1)"y+m)
para n, mQJ Zz. La botella de Klein se muestra en las
figuras 5y 6:

Fig5: Identificacion Fig6: Visualizacion tradicidna

4. Conclusiones

Cuando un grupoG es finito, la accién siempre es
propiamente discontinua. Si la accion es propiaeent
discontinua no tiene por qué ser libre. Si la atcé
libre, no necesariamente es propiamente discontinua
Para las acciones libres y propiamente discontienasl
caso Hausdorff localmente compacto se puede encontra
un abiertoU alrededor de cadx [ X tal queU es
disjunto congU siempre queg # e.

Cuando el espacio es Hausdorff localmente compacto y
el grupo es discreto, la accion es libre y propistee
discontinua.

Para las acciones libres y propiamente discontirsgas
tiene que enX / G se identifican puntos en la misn@-
Orbita, con este proceso de identificacion no seael
espacio X por identificacion de los puntos d& que
estan arbitrariamente cercanos unos de otros. Esto
garantiza queX / G es Hausdorff.

5. Bibliografia

[1] M.A. Armstrong. Topologia Basica Editorial
Reverté S.A, 1987.
[2] P. Baum, A. Connes, N. Higsoflassifying space

for proper actions antK -Theory of groufC -
Algebras Contemp. Math. 167 (1994), pp.241-291.

[3] P. Baum, P. M. Hajac, R. Matthes, W. Szymanski.
Non-commutative geometry approach to principal
and associated bundle§ o appear in booQuantum
Symmetry and Noncommutative Geometry (ed. By
P. M. Hajac), 2006.

283

[4] A. Becker.Matrix groups, An Introduction To Lie
Groups Springer, 2002.
[5] E.T. Bell. Los Grandes Matematico®reparado por

Patricio Barros. Edicion en internet:
http://www.geocities.com/grandesmatematicos/index
.html.

[6] H. Biller. Proper actions on cohomology manifalds
Preprint 2182, Fachbereich Mathematik, Technische
Universitat Darmstadt, 2001. Edicién en internet:
http://wwwbib.mathematik.tu-
armstadt.de/Preprints/shadows/pp2182.html

[71 H. Biller. Characterizations of PropeActions
Preprint 2211, Fachbereich Mathematik, Technische
Universitat Darmstadt, 2001, Edicién en internet:
http://wwwbib.mathematik.tu-
armstadt.de/Preprints/shadows/pp2211.html

[8] R.H. Bing.A homeomorphism between the 3-sphere
and the sum of two solid horned spher&an. of
Math.56 (1952), 354-362.

[9] F. Brickell, R.S. ClarkDifferentiable Manifolds an
introduction Van Nostrand Reinhold Company,
1970.

[10]N. Bourbaki. General topology Part 1, Hermann,
Paris and Addison-Wesley, Reading, 1966, the
translation of Topologie Generale, Hermann, Paris.

[11]W.M. Boothby. An Introduction to Differentiable
Manifolds and Riemannian Geometny2a Ed.
Academic press, inc, 1986.

[12]M.P. Do CarmoRiemannian GeometnBirkhauser
Boston, 1993.

[13]J. Dugundji.Topology Allyn and Bacon, 1970.

[14]R. EngelkingGeneral TopologyHeldermann, 1989

[15]J. Fraleigh. Algebra Abstracta-3aEd Addison
Wesley Iberoamérica, 1967.

[16]A. Gleason.Spaces with a compact Lie group of
transformations Proc. Amer. Math. Soc., 1 (1950),
35-43.

[17]V. Guillemin, Yael Karshon, Viktor L. Ginzburg.
Moment Maps, Cobordisms, and Hamiltonian Group
Actions AMS, 2002.

[18]1.N. Herstein. Algebra ModernaEditorial Trillas
México, 1964.

[19]K.H. Hofmann, S.A. Morris. The structure of
compact groupsWalter de Gruyter, Berlin, 2006
[20]S. lllman.Every proper smooth action of a Lie group
is equivalent to a real analytic action: a contrtmn
to Hilbert's fth problemAnn. of Math. Stud. 138

(1995), 189-220.

[21]S. lllman.Hilbert's fifth problem and proper actions
of Lie groups Current Trends in transformation
groups, 1-23, K-Monogr. Math., 7, Kluwer Acad.
Publ., Dordrecht, 2002

[22] K. Kawakubo,The theory of transformation groups
Oxford Univ. press, New York, 1991.

[23]M.A. Kervaire.A manifold which does not admit any
differentiable structure, Comment. Math. Helv.
34(1960), 257-270.




284 Sciengit Technica Afio XV, No 43, Diciembre de 2009. @énsidad Tecnoldgica de Pereira.

[24] Kobayashi, Shoshichi- Nomizu, Katsumi.
Foundations of differential geometryol I, Vol II.
John Wiley & Sons, 1963.

[25]T. Kobayashi. Discontinuous Groups for Non-
Riemannian Homogeneous Spaed301. Edicion en
internet: www.akagi.ms.u-
tokyo.ac.jp/~toshi/texdvi/Kobaya3.pdf

[26] T. Kobayashi. Criterion for proper actions on
homogeneous spaces of reductive groups Lie
Theory, 6 (1996), 147-163. Edicion en internet:
http://www.emis.de/journals/JLT/vol.6 no.2

[27]T. Kobayashi.Proper action on a homogeneous
space of reductive typeMath. Ann. 285. (1989),
249-263.

[28] T. Kobayashi. Compact Clifford-Klein forms of
symmetric spaces-revisitedEdicidn en internet:
www.kurims.kyoto-
u.ac.jp/preprint/_le/RIMS1537.pdf

[29]T. Kobayashi. Deformation of  properly

discontinuous  actions of Z on P
www.kurims.kyoto-
u.ac.jp/preprint/_le/RIMS1536.pdf

[30] T. Kobayashi.On discontinuous group actions on
non-Riemannian homogeneous spaces
www.kurims.kyotou.ac.jp/preprint/file/RIMS1537.p
df.

[31] T. Kobayashi.Introduction to actions of discrete
groups on pseudo-Riemannian
manifolds Acta Appl. Math., 73 (2002), 115-131.

[32]J.L. Koszul. Sur certains groupes des
transformations de Lie, Colloque de Géométrie
Différentielle Strasbourg, (1953).

[33]J.M Lee. Introduction to Topological Manifolds
Springer-Verlag, New York, 2000.

[34]J.M Lee. Introduction to Smooth Manifolds
Springer-Verlag, New York, 2003.

[35]T. Matumoto, M. ShiotaUnique triangulation of
the orbit space of a differentiable transformation
group and its applications in: Homotopy Theory and
Related Topics.Adv. Stud. Pure Math., vol. 9,
Kinokuniya, Tokyo, 1986, 41-55.

[36]J. Milnor. Introduction to algebraic K -theory
Princeton University Press-1971.

[37]1G. Mislin, A. Valette.Proper Group Actions and the
Baum-Connes ConjectyreAdvanced Courses in
Mathematics, Birkhduser Barcelona 2003.

[38] D. Montgomery, C.T. Yandl'he existence of a slice
Ann. of Math., 65 (1957), 108-116.

[39]D. Montgomery, L. Zippin. Examples of
transformation groups,Proc. Amer. Math. Soc.
5(1954),460-465.

[40]D. Montgomery, L. Zippin.Small subgroups of
finite-dimensional groupsann. of Math. 56(1952),
213-241.

[41] G.D. Mostow.Equivariant imbeddings in euclidean
space Ann. of Math., 65 (1957), 432-446.

[42]J.R. MunkresTopologia 22 EdPearson Educacion
S.A.-2002.

homogeneous

[43]J.V.Neumann. Die Einf uhrung analytischer
Parameter in topologischen GruppeAnn. of
Math.34 (1933), 170-190.

[44]S. de Neymet U.Introduccién a los grupos
topoloégicos de  transformaciones Sociedad
Matematica Mexicana, 2005.

[45]R.S. PalaisC'-actions of compact Lie groups on

compact manifolds areC'-equivalent to C'-
actions,Amer. J. Math. 92 (1970), 748-760.

[46]R. S. PalaisOn the existence of slices for actions of
non-compact Lie groupsAnn. of Math. (2), 73
(1961), 295-323.

[47]R.S. PalaisThe classification of G-spacelglemoirs
of Amer. Math. Soc., 36 (1960).

[48]L.S. PontraguinGrupos continuasEditorial MIR,
1978.

[49]J.J. RotmanAn introduction to the theory of groups
4a.Ed Springer Verlag, New York, 1995.

[50]T. tom Dieck. Transformation groupsStudies in
Mathematics, vol 8. Walter de Gruyter, 1987.



