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Abstract— Nuclear reactivity and neutron population
density are critical parameters for quantifying and
describing the behavior of a nuclear reactor. Accurate
knowledge of reactivity is essential for the safe control and
operation of a reactor. Various approaches and methods
for calculating reactivity are reported in the literature. In
this paper, we propose using the Euler-Maclaurin formula
to numerically solve reactivity through the inverse point
kinetics equation, a key model in the design of digital
reactivity meters. By approximating an integral as a sum
in the expansion of a continuous integral into a discrete
version, and considering only the first three Bernoulli
numbers while reducing higher-order derivatives, we
derive a model to calculate nuclear reactivity as a function
of neutron population density and physical constants in
thermal reactors using uranium as nuclear fuel.

Index Terms— Bernoulli numbers; Euler-Maclaurin formula;
Neutron density; Nuclear reactivity; Nuclear reactor; Numerical
simulation.

Resumen—La reactividad nuclear y la densidad de la poblacion
de neutrones son los parametros mas significativos al momento
de cuantificar y describir fisicamente el comportamiento de un
reactor nuclear. Conocer el valor de la reactividad con suficiente
precision permite realizar el control y la operacion segura de un
reactor nuclear. Existen varios enfoques y métodos para calcular
la reactividad reportados en la literatura. Sin embargo, en este
articulo se propone usar la formula de Euler-Maclaurin para la
solucion numérica de la reactividad mediante la ecuacion inversa
de la cinética puntual que ha sido un modelo clave en el disefio de
medidores de reactividad digital. Considerando la aproximacion
de una integral como una suma, en el desarrollo de la expansion
de la integral continua en una version discreta y tomando en
cuenta Unicamente los tres primeros nimeros de Bernoulli y una
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aproximacion que reduce las derivadas de mayor orden, es
posible deducir un modelo que permite el célculo de la
reactividad nuclear en funcién de la densidad de la poblacién de
neutrones y de las constantes fisica en reactores térmicos que
usan uranio como combustible nuclear.

Palabras claves— Densidad de neutrones; Formula Euler-
Maclaurin; Nameros de Bernoulli; reactividad nuclear; Reactor
nuclear; Simulacién numérica.

. INTRODUCCION

Uno de los retos de la actualidad es producir electricidad
para el desarrollo econémico de los pueblos sin aumentar
el calentamiento global del planeta, un camino para lograrlo es
mediante la energia nuclear que se obtiene a partir de los
nacleos atémicos en un proceso conocido como fisién nuclear.
En esta reaccion nuclear se liberan alrededor de 200 MeV con
una produccién de varios neutrones, los cuales van a producir
nuevas fisiones. Para una reaccion en cadena controlada es
necesario un reactor nuclear [1]. Para dicho control, es
necesario conocer con mayor precision un parametro Ilamado
reactividad obtenida a partir de una forma conocida de la
densidad de neutrones.

Diferentes métodos experimentales y numéricos se utilizan
para estimar y calcular la reactividad, este valor se calcula con
la ecuacion inversa de la cinética puntual, la cual es una
ecuacion integro diferencial que tiene asociada a la parte
diferencial el periodo del reactor y la parte integral contiene
todos los valores de la densidad de la poblacion de neutrones.
A lo largo de la historia de los reactores nucleares se han
Ilevado a cabo diferentes estudios para calcular la reactividad,
un trabajo pionero usa diferencias finitas con el filtro pasa-
bajo [2]. Otro trabajo usa un método estadistico para
determinar la fuente de neutrones [3]. Posteriormente, se
presenta un método que puede calcular la reactividad en
tiempo real con una aproximacion lineal [4]. Analogamente,
se propone una medicion de la reactividad en tiempo real [5].
El método conocido como memorial index se presenta para el
calculo de la reactividad [6]. Asi mismo, se publicé un nuevo
método usando los polinomios de Lagrange de tercero y
quinto orden de precision [7]. La serie de Euler-Maclaurin es
usada para el calculo de la reactividad con una buena
aproximacion [8]. Otro método para el calculo de la
reactividad emplea un pronostico-correccion de alta precision
Hamming [9]. En otros métodos se hace uso de la
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transformada wavelet [10], el uso de transporte hibrido [11], y
la reconstruccion de la reactividad por medio de detectores de
neutrones [12]. Un trabajo mas reciente con mayor precision
en el célculo de la reactividad se presenta [13], alli se
discretiza la integral que contiene la dependencia de la
densidad de neutrones en la ecuacion inversa de la cinética
puntual con infinitos nimeros de Bernoulli.

En este trabajo se discretiza la dependencia de la densidad
de neutrones mediante la férmula de Euler-Maclaurin y se
hace una aproximacion Unicamente con los tres primeros
ndmeros de Bernoulli resultado en una expresion donde la
correccion tiene caracteristicas especiales como es el caracter
recursivo.

Il. ASPECTOS TEORICOS

La seguridad en la generacion de energia a partir de la fision
nuclear es de vital importancia por lo que los modelos
computacionales que se utilicen para medir, modelar y/o
simular el comportamiento de un reactor nuclear deben
aproximarse en gran medida al comportamiento real. Para
esto, se parte de las ecuaciones de la cinética puntual que son
un conjunto de siete ecuaciones fuertemente acopladas que
describen la evolucion temporal de la densidad de neutrones.
Estan descritas por las siguientes ecuaciones [14]:

6
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donde, P es la densidad del neutrén, C; es la concentracion del
i-ésimo grupo de neutrones atrasados, p es la reactividad, /4 es
el tiempo de generacion de neutrones instantaneos, fi es la
fraccion efectiva del i-ésimo grupo de neutrones atrasados, j
es la fraccidn total de neutrones atrasados, Ai es la constante de
decaimiento del i-ésimo grupo de neutrones atrasados.

Las ecuaciones (1) y (2) estan sujetas a unas condiciones
iniciales, las cuales hacen que para un tiempo inicial t=0 la
reactividad sea nula, esto indica que el reactor esta en estado
de criticidad. Al resolver (2) por cualquier método de solucion
de ecuaciones diferenciales, y despejar la reactividad en (1),
considerando las  condiciones iniciales mencionadas
anteriormente, se obtiene la expresion de la ecuacion inversa
de la cinética puntual.
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La ecuacion (3) tiene dependencia de la densidad de la
poblacién de neutrones, lo cual hace que su implementacion
computacionalmente no sea efectiva para calculos en tiempo
real. Es la forma como se implementan algoritmos para
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construir medidores de reactividad digital.

En la siguiente seccion se describe un método que
discretiza la dependencia del histérico de la densidad de
neutrones lo cual aumenta la precision en el calculo de la
reactividad y facilita su implementacion computacional.

I1l. METODO PROPUESTO

Para discretizar la dependencia de la integral en la ecuacion
(3), se emplea una aproximacion de la integral a una suma
mediante la férmula de Euler-Maclaurin [15],
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La ecuacion (4) permite hacer un cambio en la dependencia
de funciones continuas F(y) a funciones discretas F[n].
Si x=3, la ecuacién (4) se reescribe de la siguiente forma:
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donde B31=1/6, B,=1/30 y Bs=1/42 representan los tres
primeros ndmeros de Bernoulli. La reactividad con la
aproximacion de tres numeros de Bernoulli puede ser
calculada, sustituyendo la ecuacion (5) en (3) resulta:

PIN] = preap + PB, + PB, + Py (6)
donde prrap representa la reactividad con la correccion de la
regla trapezoidal [17], esto es:

A <P0> 3 -A4nT
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pB1, pe2 Y pes representan las correcciones con el primero, el
segundo y el tercer nimero de Bernoulli, dados por:
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Es posible escribir una expresién para el calculo de la
reactividad en una forma més compacta en términos de
expresiones pares e impares obteniendo la siguiente ecuacion
para la reactividad:
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Se puede simplificar las derivadas de la respuesta del
sistema h; para un impulso unitario contenidas en la ecuacion
(11) por ser una funcién exponencial de la siguiente forma:
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De otra parte, en la ecuacion (11) se tienen términos pares e
impares de la densidad de neutrones P, para simplificar se
hace uso de la regla de derivadas para términos pares como
impares que fueron obtenidas integrando por partes la integral
de la ecuacion (3), originando una serie geométrica que
converge [13], las cuales son validas para diferentes formas de
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la densidad de la poblacién de neutrones:

P@ ) |
P (1) = P(t)[w} = P(t)a®* (13)
]
(2k-1) @) t) @) frya2(k-1)
P H=P (t)l: P(t)} =P (t)a (14)

siendo a una constante que es la razén de convergencia de una
serie geométrica dada por:

>
a2 | P M
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Con las consideraciones dadas por las ecuaciones (14-15) y

usando las ecuaciones (11-12) se puede escribir la reactividad
como:

] = constante (15)

pln] = pnap[n]+P[ ]Z Z=( yeal B (Zp), -

P[n]Z(Zp 1) 2p-2k-1,2K

hoy !
P()[n]z[;l‘: 3 2p-2ka2k-1 | | (16)
— p71 __
iy (% e
~hiln] (:):0
PO[0] 2p-1)  2p ok 2k
R Z{Zk Jﬂ' :

La ecuacion (16) representa el método para calcular la
reactividad en forma discreta con la dependencia de solo hasta
la segunda derivada, siendo el orden de las derivadas menor al
presentado en las ecuaciones (8-10).

Una representacion méas simple y compacta para escribir la
ecuacion (16) es:

3
,O[n] = p‘l’rap[n]"‘zpcp
p=1
La ecuacidn (17) tiene dos ventajas, la primera es el caracter
semi recursiva, lo que no se obtenia con la ecuacion inversa de
la cinética puntual dada por la ecuacion (3) ya que es una
integral de convolucion y depende de todos los puntos de la
densidad de neutrones. La segunda es que los términos pc,
que originalmente fueron definidos en las ecuaciones (8-10),
ya no dependen de las derivadas de orden superiores, sino que
su nueva dependencia solo es funcion de hasta la segunda
derivada de la densidad de la poblacién de neutrones.

(1)

IVV. RESULTADOS

En esta seccion se exponen los resultados de las
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simulaciones numeéricas realizadas a partir de la ecuacion (17).
Las simulaciones se presentan para un reactor nuclear que
utiliza combustible 233U (los parametros de este tipo de
reactor estan dados en la Tabla I).

TABLE .

. 235
PARAMETROS DEL COMBUSTIBLE 92U UTILIZADOS EN LOS EXPERIMENTOS

NUMERICOS
Pardmetro Valor Pardmetro Valor [s1]
YA 0.000266 A 0.0127
Y/ 0.001491 A 0.0317
Y 0.001316 A 0.115
Y 0.002849 A 0.311
Y 0.000896 As 14
Lo 0.000182 As 3.87

El tiempo de generacion de neutrones es 4 = 2 x10° s. Los
resultados se comparan con la solucién exacta 0 método de
referencia usando la ecuacion (3), también se realizan
comparaciones con la aproximacion del primer y segundo
numero de Bernoulli. y otros métodos encontrados en la
literatura como el método de Hamming [9] y el método de
Lagrange 5 puntos [7]. Las simulaciones se realizan para
diferentes densidades de neutrones y diferentes pasos de
tiempo.

El primer experimento numérico se realiza para una
densidad de neutrones de la forma P(t)=exp(wt) para
diferentes pasos de tiempo, el valor de la frecuencia
considerada w y el tiempo de simulacién son: ©=0.0243 sy
t=1000 s respectivamente. Los resultados en las maximas
diferencias se presentan en la Tabla Il. Es posible observar que
para los valores ®, el método propuesto usando (6), esto es el
calculo de la reactividad incluyendo todas las derivadas, la
aproximacion del tercer nimero de Bernoulli representado por
Pg,, tiene mayor precision que los dos primeros nimeros de

Bernoulli denotados por pg, Y pg,. lguales resultados son
encontrados cuando se compara con el método reduciendo el
orden de las derivadas p, usando (17), estos resultados son
equivalentes pues la forma de la densidad de neutrones cumple
con las condiciones dadas por las ecuaciones (13-15).

TABLE II.

MAXIMA DIFERENCIA EN LA REACTIVIDAD EN PCM
T(s) Ps, Ps, Ps, Pcy
0.01 6.17x10% 4.50x10 4.30x10*  4.30x10™
0.05 3.85x10° 3.20x10%  4.69x10*  4.69x10™
0.1 6.14x10* 2.04x10%  7.60x10°  7.60x10°
0.2 9.73x10° 1.29x10*  1.92x10°®  1.92x10°
0.5 3.56x10! 2.93x102  2.70x10°%  2.70x10°3

1 467x10°  150x10° 553x10!  553x10?

En las Tablas I1I-1V se presentan los resultados numéricos
obtenidos para frecuencias y tiempos de simulacion:

®=0.01046 s y t = 800 s; 0=0.02817 s* y t=600 s
respectivamente. Se observa que para los valores diferentes w,
el método propuesto usando la aproximacion del tercer
nimero de Bernoulli representado por pp,, tiene mayor
precision que los métodos de Lagrange de 5 puntos y el
método de Hamming, excepto para un paso de tiempo de
calculo muy alto de T = 1s. Iguales resultados son encontrados
cuando se compara con el método reduciendo el orden de las
derivadas p., ya que cumple con las condiciones dadas por las

ecuaciones (13-15).

TABLE lII.
MAXIMA DIFERENCIA EN LA REACTIVIDAD EN PCM
T(s) Lagrange5puntos  Hamming Ps, Pc,
0.01 2.37x10° 1.062x10%°  3.77x101  3.77x10™
0.05 3.98x10* 2.43x107 4.46x10"  4.46x101
0.1 1.14x10°3 5.29x10°® 7.71x10°  7.71x10°
0.5 1.04x107 7.86x10%%8 2.80x10°  2.80x10°
1 1.83x10%2 Infinito 5.60x10*  5.60x10"
TABLE IV.
MAXIMA DIFERENCIA EN LA REACTIVIDAD EN PCM
T(s) Lagrange5puntos Hamming P, Pc,
0.01 6.38x10° 2.88x10%°  2.96x10™*  2.96x10*
0.05 1.06x1073 6.56x107  4.10x10™  4.01x10*
0.1 3.05x10°® 1.42x10%  7.95x10°  7.95x10°
0.5 2.65x107? 4.44x10%2  2.80x10°  2.80x10°
1 4.36x10 Infinito ~ 5.77x10%  5.77x107!

Es bueno resaltar que, para cualquier paso de calculo, el
método propuesto ya sea reduciendo o no el orden de las
derivadas, él método propuesto tiene mejores aproximaciones
que el método de Hamming con un paso de célculo de T=1s,
el método de Hamming diverge, mientras los metodos pg, y
pc, convergen a valores cercanos de 10*pcm. Esto es posible
debido a la alta precisién que proporciona la aproximacion del
tercer nimero de Bernoulli en el célculo de la reactividad.

La Figura 1 muestra la curva de reactividad en pcm para
una densidad de neutrones de forma clbica P(t)=a+bt?, a=1y
b= (0.0127)5/9 y un paso de calculo T=1 s para un tiempo
total de simulaciéon t=10000 s. Se observa que el tercer
nimero de Bernoulli denotado por pp, tiene mejores
aproximaciones cuando se comparan con el método de
referencia dado por la solucion exacta que se obtiene al
resolver analiticamente (3).
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Fig. 1. Curva de reactividad en pcm, P(t)=a+bt® , a=1, b= (0.0127)%/9

En los préximos experimentos numéricos se considera un
tiempo total de simulacién de t=10000 s, en las Tablas V-VI
se exponen los resultados obtenidos cuando se usan las
derivadas normales y cuando se reduce el orden
respectivamente para una densidad de neutrones de la forma
P(t)=a+sin(bt) con distintos valores de a y fijando b= #/10.
Esta forma de la densidad de neutrones no cumple
estrictamente con las condiciones dadas por (13-15). Es
posible notar que hay cambios en los resultados usando el
tercer nimero de Bernoulli, pg, y pc, cuando se reduce el
orden de la derivada hasta 5. Las grandes diferencias aparecen
cuando se considera el valor a=1 ya que los resultados
obtenidos pasan de estar en el orden de 10® pcm cuando no se
reduce el orden de las derivadas y cuando se reducen las
maximas diferencias alcanzan valores de 10 pcm.

TABLA V.
MAXIMA DIFERENCIA EN LA REACTIVIDAD EN PCM
T (s) a Ps, Ps, Ps,
0.1 1 5.09%x107? 3.44x10* 2.51x10®
0.1 100 6.15x10* 2.05x10°8 7.63x10°°
0.1 150 6.14x10* 2.05x10¢ 7.62x10°°
TABLA VI.

MAXIMA DIFERENCIA EN LA REACTIVIDAD EN PCM

T (s) a P, Pc, Py
0.1 1 5.00x102  4.04x10"  3.83x10?!
01 100 6.15x10%  206x10°  2.06x10°
01 150 6.14x10*  2.05x10°  1.66x10°8

En el dltimo experimento numérico se puede observar el
comportamiento del método propuesto cuando se usan la
reduccion del orden de las derivadas para una forma de la
densidad de la poblacion de neutrones P(t)=a+sin(bt) con
a=150, b= /10 y un paso de tiempo T=1 s. Las maximas
diferencias en reactividad son aproximadamente 4.67 pcm,

1.50 pcm y 0.55 pcm usando el primero, segundo y tercer
namero de Bernoulli respectivamente. Los resultados indican
nuevamente como el caso pc, presenta buenas
aproximaciones.

En la Figura 2 se muestra la curva de reactividad para una
densidad de neutrones P(t)=a +b sinh(ka t) con a=100, b=1y
ka= 1.27x10%° s con un tamafio de paso de tiempo T=1s
hasta un tiempo de simulacién de t=10000 s. Se evidencia que
el método propuesto tiene una mejor aproximacion en
comparacion con el primer y el segundo nimero de Bernoulli.
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Fig. 2. Curva de reactividad en pcm para P(t)=a +bsinh(ka t), t=10000 s.

V. CONCLUSIONES

Se presento un método para calcular numéricamente la
reactividad considerando los pardmetros fisicos para un
reactor nuclear que emplea combustible 235U usando la
ecuacion inversa de la cinética puntual, la cual depende de la
densidad de poblacion de neutrones; esto se logré empleando
la férmula de Euler-Maclaurin que permite hacer una
aproximacion de una integral entre el tiempo continuo y el
tiempo discreto. El método propuesto uso la aproximacion del
tercer nimero de Bernoulli y el criterio de reducir el orden de
las derivadas, permitiendo calcular la reactividad en una forma
semi recursiva, obteniendo buenas aproximaciones para
diferentes formas de la densidad de la poblacion de neutrones
y diferentes pasos de calculo. La limitacion y las dificultades
se pueden presentar por las aproximaciones dadas en las
ecuaciones (13-15). Sin embargo, existe buena precision y se
evidencia en los resultados numéricos realizados, la
aproximacion del tercer nimero de Bernoulli reduce el costo
computacional y puede ser un método alternativo para
implementar en medidores de reactividad digital.
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