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Abstract— This paper presents a novel approach for
calculating neutron density with temperature feedback effects by
employing Milstein’s semi-implicit iterative scheme to
numerically solve the stochastic point kinetics equations. The
method's performance is validated through a series of numerical
experiments involving 500 Brownian motion trajectories to
compute the mean and standard deviation at a specified time
step. The results show that the proposed method provides
accurate approximations, making it a viable alternative for
determining the expected value of neutron density and for
predicting the peak time at which this maximum occurs, taking
into account temperature effects and physical parameters
relevant to nuclear reactors.

Index Terms— Feedback temperature effects; Nuclear neutron
density; nuclear reactivity; numerical methods; stochastic
equations.

Resumen—En este trabajo, presentamos un enfoque novedoso
para calcular la densidad de neutrones con efectos de
retroalimentacion de temperatura, utilizando el esquema
iterativo semi-implicito de Milstein para resolver numéricamente
las ecuaciones cinéticas puntuales estocasticas. Nuestro método se
valida mediante una serie de experimentos numéricos, empleando
500 trayectorias de movimiento browniano para calcular la
media y la desviacion estdndar en un paso de tiempo
seleccionado. Los resultados demuestran que nuestro método
proporciona aproximaciones precisas. Por lo tanto, puede
utilizarse como método alternativo para el célculo del valor
esperado de la densidad de neutrones, y para determinar el
tiempo hasta el pico en el que se produce este maximo,
considerando los efectos de la temperatura y los parametros
fisicos relevantes para los reactores nucleares.
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. INTRODUCCION

| problema del cambio climético Ileva a la necesidad de

considerar otras fuentes de energia para mitigar el efecto
de calentamiento global. La energia nuclear es una opcién
vélida que toma fuerza cada dia. Sin embargo, es necesario
controlar las fisiones nucleares mediante un reactor, en el cual
la densidad de la poblacién de neutrones y la reactividad son
muy importantes [1]. Pequefias variaciones en la reactividad
modifican de forma notable la densidad de la poblacion de
neutrones y la concentracién de precursores. La evolucion
temporal de las poblaciones de neutrones y de los grupos de
precursores en un reactor nuclear son un tema de estudio que
se realiza con la solucion de las ecuaciones de la cinética
puntual, en especial cuando la densidad de la poblacién de
neutrones es baja en el reactor, ya sea al inicio o al final de la
operacion, de tal forma que los efectos estocasticos se deben
considerar [2]. La naturaleza de la fision nuclear incluye
aspectos de carécter aleatorio y probabilisticos, tipicos de los
procesos que ocurren en el ndcleo del reactor. Para tal fin, se
debe considerar que la poblacion de neutrones en un reactor
nuclear es de naturaleza estocastica y se debe determinar por
medio de las ecuaciones estocasticas de la cinética puntual [3].

Diferentes métodos se reportan en la literatura para resolver
las ecuaciones de la cinética puntual sin considerar efectos de
temperatura, entre los métodos reportados estan: la
aproximacién constante por partes (ACP) y Monte Carlo [4],
los métodos de Euler-Maruyama explicito y Taylor 1.5 [5,6],
el método de la cinética puntual estocastica simplificado
(CPES) [7], el modelo exponencial analitico (MEA) [8], el
modelo estocastico eficiente (MEE) [9], el método de doble
diagonalizacién y descomposicién (MDD) [10], el método de
Euler-Maruyama implicito [11].

Algunos de los métodos que se reportan en la literatura que
resuelven las ecuaciones de la cinética puntual que dependen
de la temperatura son: Los métodos que usan la técnica
analitica exponencial (TAE) y el método de Euler-Maruyama
(MEM) [12]. Los métodos de Euler-Maruyama de paso
dividido hacia delante (MEMD) y el método de Milstein sin
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derivadas (MMSD) [13], el método de Taylor orden 1.5) [14],
el método de la diferencia finita de Euler hacia atras (BEFD)
[15] y el método que usa una expansidn en serie de Taylor
(ITS2) [16].

En este trabajo, se presenta un método numérico para
calcular la poblacién de neutrones en forma estocastica
mediante el método semi-implicito de Milstein [17], el cual se
denota en este trabajo como MSI que permite obtener una
solucidn numérica aproximada a las ecuaciones de la cinética
puntual estocastica, la cual depende de la temperatura de
retroalimentacion.

En la siguiente seccion, se muestran los aspectos tedricos de
las ecuaciones de la cinética puntual estocastica con efectos de
temperatura, y del método numérico semi-implicito de
Milstein.

Il. ASPECTOS TEORICOS

Para la generacién de energia eléctrica en forma segura en
los reactores nucleares, es fundamental emplear métodos
numéricos con caracteristicas especiales como son: la mayor
precision posible y con menor costo computacional que
permitan simular el comportamiento de un reactor nuclear. Se
pueda aproximar en gran medida a los cambios dinamicos
reales de dicho reactor, en funcién de la temperatura, cambios
en la densidad de neutrones y en las concentraciones de
precursores de neutrones retardados.

Con lo dicho anteriormente, se parte de las ecuaciones de la
cinética puntual estocasticas, las cuales son un conjunto de
siete ecuaciones diferenciales estocasticas, fuertemente
acopladas no lineales que describen la evolucion temporal de
la densidad de neutrones. Estas ecuaciones, se describen por la
siguiente expresion [4]:

d|P@®) =(AlPO)+|QM))dt + B d|w(t)) )
donde A, es la matriz de valores esperados, se define:
PO-F
re I
A
A 2 0 0
Al B g 0 @
A 2
bn 0 0 -,
A

Siendo p(t) la reactividad, - uno de los pardmetros mas
importante en los reactores nucleares junto con la densidad de
neutrones, Aes la fraccion total de precursores de neutrones
retardados, A es el tiempo medio de generacion de neutrones,
A, s la constante de decaimiento de la clase m de

m
precursores de neutrones retardados.
| P(t)) es el vector de variables aleatorias, el cual da cuenta de
la evolucion temporal de la densidad de poblacion de
neutrones n(t) y de las concentraciones de precursores c, (t),

se define:
n(t)
c,(t)
[P(t)) =| c,(t) 3)
C, (1)
|Q(t)) es el vector de fuentes externas definido por,
q(t)
0
|Q)=| 0 4)
0
Bmes la raiz cuadrada de la matriz de varianzas definida,
Bl,l Bl,Z Bl,3 Bl,m+1
V2 BZ‘l Bz,z Bz,3 BZ,m+l
= Bs,l Ba,z Bs,s BB,m+l (5)
B B B B

m+1,1 m+1,2 m+1,3 m+1,m+1

|a)(t)> es el vector de procesos de Wiener que se caracterizan
por ser procesos estocésticos de tiempo continuo y de

incrementos estacionarios independientes, para los m+1
grupos de define por:
a)l
@,
o)) =| o, (6)
[0}

m+1

El proceso de Wiener se puede calcular por \/ﬂfy , donde fy
es un vector de ndmeros pseudoaleatorios con media cero y
desviacion estandar uno, y At es el paso de tiempo.

El calculo de la reactividad da cuenta de la produccion de
neutrones, que puede expresarse en funcién de la temperatura,
en la forma,

pM)=p,—a(TO-T,) 7
donde « es el coeficiente de temperatura de reactividad, p,es
la reactividad inicial, T, es la temperatura inicial del reactor.

La temperatura T(t) cambia con la densidad de la poblacion de
neutrones en la forma,

d
STO=KnO ®)

siendo K, es el reciproco del coeficiente de capacidad térmica

del reactor.

Combinando las ecuaciones (7-8), se puede encontrar una
expresion para calcular la reactividad en funcion de la
densidad de neutrones y en funcién de los efectos de
temperatura de retroalimentacién,
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d
d—’t’ = —aK¢n(t)

Con la condicion inicial o(0) = p, . El calculo de la ecuacion

(9) para encontrar la reactividad de esa forma es conocida
como reactividad tipo paso.

Otra forma que se puede usar para considerar los diferentes
fendmenos fisicos en un reactor nuclear es con la reactividad
tipo rampa, se puede usar la expresién integral de la
dependencia de la reactividad en funcién de la poblacion de
neutrones dada por la ecuacion (10),

t
pﬁ):aﬁ—m)—bj

n(t')dt
t
Una forma alternativa de calcular la ecuacion (10), es
derivar dicha ecuacion y convertir la expresion en una
ecuacion diferencial de primer orden, la cual se puede escribir
como:

dp
£ —a-bn(t
i -abn®)

(10)

(11)

Donde a es el coeficiente que indica la variacion de
reactividad rampa y b el coeficiente de parada, la condicion
inicial para resolver la ecuacion diferencial se obtiene de la
reactividad para t=0, estoes p(0) =0 .

. 1/2 -z
Los elementos de la matriz B en la ecuacién (5), se puede
demostrar que son:

B1,1 = \/2

B =.|r,—3%  j=23..,m+l
’ 4
B, =B,=32  i=23..m+l (12)
Li il \/E Lt A
b ai—laj—l
_ e i=23,..,m+l
(] (Bi,iBj,j)llz n Biyi J :3'4,””m
Donde los parametros &, & , I, Y b son:
2
y:—l—p(t)+u/(\l—,8) +28 13)
E=n()+q0+ 2400 (14)
3 =wna)—ﬁ.q (t) (15)
; =%fn(t)+&ci (®) (16)
IRLRTIENYE (17)

(] A
Donde v es el nimero promedio de neutrones generados por
evento de fision.

En las ecuaciones (7) y (8) se incluyen los efectos de
retroalimentacion. Las ecuaciones estocasticas de la cinética
puntual consisten matematicamente en un sistema de m+1
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ecuaciones diferenciales estocasticas no lineales y fuertemente
acopladas.

Es bueno notar que si B =0 en la ecuacion (1), se obtiene
las ecuaciones de la cinética puntual, es por ello por lo que las
ecuaciones estocasticas de la cinética puntual se consideran
una generalizacién, por tal motivo, los esquemas iterativos
estocésticos deben coincidir en valores medios con los
esquemas iterativos deterministas.

I1l. METODO PROPUESTO

El método numérico para resolver la ecuacion estocastica dada
por la ecuacién (1) es el esquema generalizado de Milstein, se
presenta a continuacion:

X1 = % + (02, +1-p)a, )A+bAw+

1, o 2 (18)
Ebk a_)(kbk [(Aa)) —A:|
Donde,
A=t , —t, (19)
Ao =, -, (20)

El esquema que se presenta en la ecuacion (18), se puede
deducir de la expansion de I1t6-Taylor [18], si ¢ =0, se trata

de un esquema totalmente explicito, si ¢ =1, se trata de un
esquema implicito, y si O0<¢@<1, se trata de un esquema

semi-implicito. La ecuacién (20) presenta un proceso de
Wiener este se caracteriza por ser un proceso estocastico de
tiempo continuo de variables aleatorias Gaussianas con

incrementos independientes, con la condicién @(0)=0 con
probabilidad 1 y @ -, 0N(O,t—s) para 0<s<t<T,
donde N(u,0°) denota la distribucion normal con valor
esperado u Yy varianza o?, los incrementos w(t) —aw(s) Y
o(V)—w(u) son independientes para 0<s<t<u<v<T
[19], los procesos de Wiener son modelados con un paso de
tiempo JA y con una distribucién normal N(0,1), teniendo
en consideracion la siguiente forma:

Aw =~JAR(0,2) (21)

El interés en este trabajo es estudiar el caso para ¢ =0.5

aplicando este esquema, las ecuaciones estocésticas de la
cinética puntual se pueden escribir como:
P, +0.5(AP, +Q)A+ B’ A+
Pk+1 :Sk+l lBuz 0

Lot 2 (o) 4]

(22)

Donde S,,=(1-A.A )" con I la matriz identidad y
A, =0.5A.

La matriz S tiene la siguiente forma:
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Sl,l S1,2 S1,3 1,m+1
52,1 Sz,z S2,3 SZ,m+1
S= S31 3,2 53,3 3,m+1 (23)
Sm+1,l Sm+].,2 Sm+1,3 Sm+1,m+1
Los elementos cofactores de la matriz S son:
pk+1_ﬂ 2a /’liﬂ
=1-2E T A, - —
Sk A A §1+ AA.
A A,
S, B P B R (1-6,;)| j=12...m+1(24)
' §k+1 1+/1j—1A* '
AL i=23,...m+1
Sij:; fo S,j+6,; -
S+ A4A0 AT ' j=12,..,m+1

Para reducir la varianza se considera que los elementos de
la diagonal principal de la matriz B se pueden aproximar
multiplicando por otro movimiento Browniano independiente,
el cual multiplica los términos de la diagonal principal de la
raiz cuadrada de la matriz de varianzas en la siguiente forma:

B, =Aw ¢

. a?
Bi,i:Aa) ﬁ_l—? i=23,..,.m+1

La inclusion de este nuevo movimiento Browniano permite
una disminucién de los valores de varianza y por lo tanto
mejores aproximaciones en los valores medios. En la siguiente
seccion se presentan los resultados obtenidos.

(25)

IV. RESULTADOS

En esta seccién, se presentan algunos de los resultados
numéricos obtenidos usando el esquema propuesto semi-
implicito de Milstein (MSI) con reduccion de varianza
representado  por la ecuacion (22) para resolver
numéricamente las ecuaciones estocasticas de la cinética
puntual con efectos de retroalimentacion representadas por la
ecuacion (1), considerando las reactividades de paso y rampa
para un reactor moderado con grafito y con combustible U-
235.

Los parametros fisicos de este tipo de reactor se presentan

en la Tabla I. La fraccion total de precursores ,Bzzm:ﬂi , el
i=1
promedio de neutrones generados por evento de fision v =2.5
, el tiempo de generacion de neutrones A =5x107°(s), y la
fuente externa de neutrones q(t)=0.
En todos los experimentos numéricos se realizan con un
paso de tiempo A =107*s con 500 movimientos Brownianos y

con las condiciones iniciales n0)=1 g/cmé,
I 3

¢, (0)=—-n(0) g/cm®.

:(0) A (ON

1
TABLA |. PARAMETROS DEL COMBUSTIBLE U-235 UTILIZADOS EN LOS
EXPERIMENTOS NUMERICOS

Pardmetro Valor Pardmetro
Y 0.00021 A

Valor [s]
0.0124

) 0.00141 A 0.0305
i) 0.00127 A3 0.111
y7 0.00255 As 0.301
Fs 0.00074 As 1.13
s 0.00027 A 3.0

Los primeros experimentos numéricos que se realizan se
presentan para el caso de un tipo reactividad de paso
compensado, conocido como el modelo adiabatico, estos
experimentos numéricos utilizan un coeficiente térmico de

reactividad o =5*10"°K ™1, el coeficiente reciproco de
capacidad térmica del reactor K. =0.05K cm® s, las

diferentes reactividades iniciales para esta forma de
reactividad son p(0)=0.50, p(0)=0.75, p(0)=1.00, y

p(0)=1.50, las unidades de la reactividad se dan en ddlares

(%) con intervalos de evaluacion desde cero hasta 100, 50, 25 y
5s respectivamente. En las Tablas Il-111 se registran los picos
en la densidad de neutrones y el tiempo al pico. Se observa
como el esquema semi-mplicito de Milstein con la
aproximacién de la diagonal Browniana, los valores de la
altura del pico y el tiempo en alcanzar dicho pico en la
densidad de neutrones, es muy cercana a los diferentes
métodos reportados en la literatura.

TABLA Il. ALTURA Y TIEMPO EN LA DENSIDAD DE NEUTRONES CON UN PASO
DE REACTIVIDAD

p(0) =0.50($)

p(0)=0.75(3)

Método Pico Tiempo Pico Tiempo
MEMD 6.17x10%  450x10™  4.30x10"!  4.30x10M
MMSD 3.85x10°  320x10%  4.69x10™!  4.69x10™
MEM 6.14x10*  2.04x10°  7.60x10°  7.60x10°
TAYLOR15 973x10° 1.29x10*  1.92x10%  1.92x10%®
MSI 356x107  2.93x102  2.70x10%  2.70x10°

TABLA Ill. ALTURA Y TIEMPO EN LA DENSIDAD DE NEUTRONES CON UN PASO
DE REACTIVIDAD

p(0)=1.00(3)

p(0)=1.50($)

Método Pico Tiempo Pico Tiempo
TAE 770.52 1.04 33119.58 0.17
MEM 767.38 1.09 32943.36 0.18
ITS2 807.87 0.95 43024.61 0.17
MSI 811.66 0.96 43861.05 0.17

Los siguientes experimentos numéricos se realizan para el tipo
de reactividad rampa con una reactividad inicial p(0)=0,

con diferentes valores para el coeficiente de variacién de la
reactividad impresa, esto es, a=0.1s",a=0.01s",
a=0.003s" y a=0.001s" para cada valor de a son

considerados los coeficientes de apagado b=10"yb=10".
Los primeros dos experimentos corresponden a valores de
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a=01s" y a=0.01s", estos experimentos son ejecutados
en un intervalo de tiempo de cero a cinco segundos. Los
resultados obtenidos son mostrados en la Tablas V-V, en ella
se observa el mismo comportamiento del esquema estudiado.
El método propuesto provee buenas aproximaciones en el
calculo del tiempo al pico y muy buenas aproximaciones en el

valor del pico de la densidad de neutrones.
TABLA IV. ALTURA Y TIEMPO EN LA DENSIDAD DE NEUTRONES CON UNA

REACTIVIDAD COMPENSADA a = 0.1s7*

b=10" b=10"

Método Pico (10“) Tiempo  Pico (1013) Tiempo
MEM 1.79 0.14 2.14 0.15
TAE 1.85 0.14 2.22 0.14
MEMD 1.89 0.24 2.24 0.25
MMSD 1.90 0.24 2.26 0.25
Taylor 1.5 1.86 0.23 231 0.24
BEFD 2.42 0.22 2.90 0.24
MSI 293 0.23 3.58 0.24

TABLA V. ALTURA Y TIEMPO EN LA DENSIDAD DE NEUTRONES CON UNA
REACTIVIDAD COMPENSADA @ =0.01s™

b—10" b=10"
Método Pico (1010) Tiempo  Pico (1012) Tiempo
MEM 1.79 0.14 2.14 0.15
TAE 1.85 0.14 2.22 0.14
MEMD 1.89 0.24 2.24 0.25
MMSD 1.90 0.24 2.26 0.25
Taylor 1.5 1.86 0.23 231 0.24
BEFD 2.42 0.22 2.90 0.24
MSI 2.93 0.23 3.58 0.24

Otro experimento para validar el método corresponde al

valor de a=0.003s", se realiza en un intervalo de tiempo de
cero a diez segundos. La Tabla VI presenta buenos resultados
para este experimento, tanto en el pico de la densidad de
neutrones como en el tiempo al pico, respecto al valor de
referencia.

TABLA VI. ALTURA Y TIEMPO EN LA DENSIDAD DE NEUTRONES CON UNA
REACTIVIDAD COMPENSADA a = 0.003s™*

b=10" b=10"
Método Pico (109) Tiempo  Pico (10“) Tiempo
MEMD 472 2.92 6.01 3.02
MMSD 474 2.92 6.01 3.02
BEFD 5.11 291 6.53 3.01
MSI 5.20 291 6.66 3.01

V. CONCLUSIONES
Se present6 el método de Milstein semi-implicito para resolver

numéricamente las ecuaciones estocésticas de la cinética
puntual con efectos de temperatura, considerando diferentes
reactividades tipo paso compensado y rampa. Las
aproximaciones de los diferentes experimentos numéricos para
calcular los picos de la densidad de neutrones y el tiempo al
respectivo pico estdn muy de acuerdo cuando se comparan con
los resultados reportados en la literatura.
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