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ACCION DE CARTAN, UN CASO ESPECIAL DE ACCION DE GRU POS EN SISTEMAS
DINAMICOS

Cartan action, a special case of group actions inydamical systems

RESUMEN

CARLOS ARTURO ESCUDERO

En este articulo se hace una presentacion sobractasnes de grupo y una SALCEDO

descripcion del caso especial de accion llamadarade Cartan. Se presenta laPh.D.

Matematicas, Profesor

definicién de accién de Cartan y algunos resultatibequivalencia entre esta y Asociado
una accion propia. Un ejemplo en el campo de Ilsersias dindmicos ilustra Universidad Tecnoldgica de Pereira

como una accién deenP? define una accion de Cartan.
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1. PREELIMINARES
Definicion 1. Sea X un espacio topoldgico ¥5 un
grupo topolégico. Una accion continua (& en X es

una aplicacion continuad:Gx X - X, tal que
satisface las siguientes dos condiciones:
1. B(e, X)= X para todox] X, donde €es la

identidad deG y
2. 6(9,,6(09,,%))=6(9 %, 3
xtXyg,9,0G.
Para simplificar la notacion, se deno(g, X) por
g Lx.

Definicion 2. Una accién de un grup& sobre X se
dice que es libre s LX= X siy solo sig = €.

para todo

Definicion 3. SeaG un grupo, dada una accion ef,
se define la érbita deXJX como el conjunto

Gx={gxOgl G.

Con el concepto de orbita de un elemento, se puede

hablar del espacio cocientd / G, cuyos elementos son
las oOrbitas de la accion.
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Definicion 4. Si el grupoG actta continuamente sobre
un espacio topoldgicX , se dice que la accion pspia

si la aplicacion @:Gx X - Xx X dada por
®(g,X) =(glx ¥ es una aplicacion perfecta, es

decir cerrada y con fibras compactas. (Esta dédimies
la usada en [7], [10], [44] y [50]). Ademas seadiue

una accion®: Gx X - XX Xes deCartan cuando
la restriccion de® sobre suimage®':Gx X - P,
@'(g,X)=P(g, ¥ =(gx ¥ es perfecta. Donde

P={(y 30 XxX y= dixUdl &  (La
definicion de accion de Cartan es tomada de [44fy
mas general que la definicion usada en [46], perid4],

se hace la demostracion de la equivalencia entlsm
definicione$

Definicion 5. SeaG un grupo que actiia continuamente
en un espacio topoldgicd y sean A, B X, se define

G.s como G, ={ g0 G: gOAN B0} cuando

A= B, solo se denotara pé5, .

Como consecuencia de la definicion 4 y 5 se tidosn
siguientes resultados:
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Proposicién 6. Supongase que un gru@ogue actda
sobre un espacio topolégicoX . EntoncesX / Ges
Hausdorff, si y solo sP, es cerrado enrX X X .

Corolario 7. Supéngase que un gru@o que actla
sobre un espacio topoldgic . Si la accién es propia
entoncesX / G es Hausdorff.

Corolario 8. Supéngase que un gru@oque actiia sobre
un espacio topolégicoX . Una accion de Cartan es
propia si y solo siX / Ges Hausdorff.

Las demostraciones de la proposicion 6 y comsariy
8 se encuentran en [44].

Proposicion 9.Supodngase que un grupo topologith
actla continuamente en un espacio topologico Sean
K y L subconjuntos compacto dX . La accion es
propia si y solo siG, | :{ gUG: glKn L# D} es
un conjunto compacto.

Corolario 10. Supéngase que un grupo topoldgitd
actlla continuamente en un espacio topologico Sea
K subconjunto compacto dX . La accion es propia si 'y

solo si G, ={ gUG: gilKn K# D} es un conjunto
compacto.

2. SISTEMAS DINAMICOS COMO UNA
ACCION DE GRUPOS
El hecho que la accién de un grupo Hausdorff loeabe
compactoG en un espacio HausdorfK sea de Cartan
es una propiedad local, puesto que cada puatesti
contenido en un conjunto abiertd tal que el conjunto

G, ={gUG gun Uz} tiene  clausura

compacta erG . Por otro lado que la accién sea propia
es una propiedad global. El ejemplo 12, tomad®ties|
cual es una moadificacion al ejemplo de Palais [46],
muestra que si una accién es de Cartan, no imgliea

es propia. Pero antes, para una mejor compresén, s
explicara en detalle un caso muy especial e imptartde
accion de grupos como son los sistemas dindmicos.

Se puede pensar en un sistema dindmico como la

evolucién de un sistema fisico a través del tienspmo
por ejemplo el movimiento de los planetas bajo la
influencia de las fuerzas gravitacionales. De rmeameas
formal, la definicion mas general de un sistemaiiico,

es una accion de un grué sobre un espacio (variedad
diferenciable) X , llamadoespacio faseCuandoG =Z

se obtiene un sistema dinamico discretoGs= P un
sistema dinamico continuo y el espacio de todos los
posibles sistemas dinamicos es el grupo de

Scientia et Technica Afio XV, No 42, Agosto de 2008iversidad Tecnoldgica de Pereira

difeomorfismos deX . Un caso particular muy estudiado
es cuanddG =P

Sea V un campo vectorial suave eR" y xOP°
Supéngase que las soluciones a la ecuacién difatenc

X'=V/(X) estan siempre definidas, y seagIP" un
vector fijo y @, (t)la solucion con condicion inicial
X(0) = %,. Se puede definir la funciog, :P" — P
dada por ¢,(X)=¢,(t).
difeomorfismo deP". (Si se considera la aplicacion
@:PxP" o P, ¢(t,x)esta aplicacion define la
accion deP sobre P' y ademas @, 0p, =¢,,., vy

Entonces @, es un

@,(X) = X, por ser la condicion inicial. Se llama al
conjunto {¢, : t JP} un flujo en P". Reciprocamente, si
{¢t} induce enP" una accion, se le puede asociar un

campo vectorialV enP" (el generador infinitésimo de la
d
accion) definido por V(X) = E¢t (X |t=0. Para

relacionar la terminologia de los sistemas dinasimm

la presentada en el articulo se dard la siguiente
definicion:

Definicién 11 SeanU un abierto de, x, Uy sea
X(t) la solucion Unica (La solucion existe y es Unioa p

el teorema de existencia y unicidad de la soludiénn
sistema de ecuaciones, sujeto a una condiciorainite

la ecuacion X'=V(X) con la condicién inicial
X(0) = %,.
1. La curva integral de X, es el conjunto
{(t XY OPxU:x=x(t)}
2. La trayectoria de X, es el
{xOU: x= X9, tO P},
trayectoria es la Orbita d&,)

conjunto

(es decir la

3. El flujo de la ecuacionX'=V(X) es la

¢:PXU - U, ¢(t,xo):
#.(%) = X(t) (en otras palabras, el flujo

define la accién dBsobreU [ P").
Geométricamente, la 6rbita es una curva en el tabier
U que contiene &, tal que el campo vectoridl (X) es
tangente a la curva en cualquier puntale la curva. La
unicidad de la solucién significa que existe unéa so

orbita por cualquier punto en el abielib.
Por definicién, se cumple que el flujo es efectiealr

una accion: Se tiene que para tagp1U , y la unicidad

aplicacion

1. Las notas de pie de pagina deberan estar egilzapdonde se citan. Letra Times New Roman de &punt
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de la solucién implica que@, 0@ (X,) = @,.(X%,) .
Considérese el siguiente ejemplo (tomado de [3]).
Ejemplo 12.Sea X = P’y G =P. La idea es definir la
accion deP enP? por el flujo del campo vectorial suave
en P* dado porV (X, y) = (COSX,Senx . Este campo

vectorial es invariante con respecto a las trastes
verticales. Se construirda una ecuacion explicite qu

describa la accion d® sobre P°. Si se considera el
sistema(X', y') = (COSX,Serx  sus curvas integrales

son lineas verticales (se llamaran orbitas espsjiglara
T .
X :E+ nr, nUZ, y curvas que satisfacen la

L, Senx P
ecuacion y'(x) =—— =tanx (se llamaran orbitas
COSX

regulares). Entonces la ecuacién de las curvagrales
es y(X)=In|cosx]'+c, con cOP si

m /4 )
X¢E+ I’VT,OX:E+ nrr, (ver figura 1.)

Figura 1.

En las Orbitas especiales, es inmediato que |dacsa
simplemente la traslacion vertical hacia arribabaja
Para una 6rbita regular, se quiere determinar scipm
de un punto arbitrario a lo largo de la trayectadano

una funcién del punto inicia{X, y)y la longitudt de la
curva que une a los dos puntos. (Por construcd#n,
longitud de la curva es el elemento del grippor el
cual el punto inicial(X, y) se desplaza hasta un punto

arbitrario sobre la 6rbita). Obsérvese que dadadunita
regular en particular, todas las 6Orbitas regulangsden
ser obtenidas por una traslacion vertical de latarb
elegida, esto implica que la primera coordenadairde
punto arbitrario sobre una érbita depende Unicaendeat
la primera coordenada del punto inicial y del elemento

t del grupoP. Denotemos la primera coordenada del
punto arbitrario por@d(t, X) . Segln lo descrito, se tiene

por la ecuacion de longitud de arco que

#(t.x)
IX t 1+ (y'(s))? ds= 1. Cuya solucion viene dada

por

o ( T on j
sen @O € X)) 2m siXg —+ Ztn+—+ 2Zrn
p(t.) = 22

1 m 3
m-sen” @€ x)F 2m sixXd —+ 2Ztns—+ 2rn
4. (t.X) = € (1+senx) €' (+ serx
T d@+senx ) et (& serx
Nétese quep esta bien definido incluso en los valores

donde

. . /4 .
especiales d& , es decir, parx = E + Nn/7, es decir, la

aplicacion es continua en todos estos puntos y es
independiente det. Esta aplicacion concuerda con la
accion en las orbitas especiales.

Ahora se debe encontrar el comportamiento de la
segunda coordenada bajo la accién de grupo, olssrve
para esto, que la segunda coordenada del punte geed
escrita comoy + #ft, X), donde (X, y) es el punto

inicial, t es el elemento del grupo bajo el cual el punto
inicial ha sido movido, y

et (1+senx)+ e_t (I- senx)
#ht, x) = y((t, X))~ y(x) = In )

Otra vez, la invariancia vertical hace irrelevafge
orbita regular se ha tomado. Asi se ha llegado @ un
ecuacion explicita para la accion continua:

@:Px P . P? dada por la ecuacion:
o(t,(x, ¥) = (@ (1, X), y+ $ht, x).

El que sea accion se satisface directamente de la
comprobacion que:

P, o(t,, X)) =@ (t, +1,,%),
B, i, X)) = I, +1,,X)

#(0,x)=x, $40,x)=0
Ademas la accion es libre, en efecto, para cualquie
XUP, si ¢(0,x)= x y @ft,Xx) =0, entonced =0.
Esta accion es de Cartan, para ver esto consi@éltesns
puntos (X, Y) que no pertenecen a las érbitas especiales
y sea K un compacto que contiene @, y) y cuya
interseccién con las Orbitas especiales es vaciogla
conjunto G, es un conjunto compacto. Pero la accién no

Y que

es propia, para ver esto considérense compd€tos L
que contienen los punto§—77/2,0) y (77/2,0)
respectivamente, y ambos lo suficientemente pexguef
Como las trayectorias difieren por una constanfegrér
de cierto valor de dicha constante, todas las ¢tayias
se intersecan colK y L. Asi, la longitud deK a L a

lo largo de una trayectoria se vuelve arbitrariaimen

grande, entonces el subconjun@, , de Pno es

acotado, por lo tanto no es compacto. En otradhda
la aplicacion ®:Gx X - Xx X dada por
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@(g, x) = (gl Xes continua, y por ser la accion

libre es inyectiva, pero no es una aplicacion @Eppsto
se manifiesta en no poseer la propiedad de quspaet®

cociente X / G=P? [ Pno es Hausdorff, esto ultimo
puesto que las vecindades de las oOrbitas especiales
pueden ser separadas por ningun conjunto abierto.

3. CONCLUSIONES

Se consideran dos tipos de acciones, las accioaes d
Cartan y las acciones propias (propias en el semtel
Bourbaki). Para el caso de una accién de Cartaer deb
cumplirse que para todX en el espacio, existe una

vecindad U tal que el conjuntoG, tenga clausura

compacta erG , para el caso de una accién propia, para
todo par de punto¥, Y en el espacio existen vecindades

Uy V dexey respectivamente tales qug, , tiene

clausura compacta €8 . Ver [46].

En el articulo de Palais [46]. Dice que una aca@én
(Palais-) propia (propias en el sentido de Palaispara

todo punto X[ X existe una vecindad fijdJ tal que
para caday[] X, existe una vecindad , tal que el

conjunto G, tiene clausura compacta €8 . Esta

definicion de accién propia es mas restrictiva dae
definicién dada por Bourbaki [10], en consecuersga
tiene lo siguiente: Las acciones Palais-propias son
(Bourbaki-) propias, y las (Bourbaki-) propias sde
Cartan.

El ejemplo 12, muestra como una accién de Cartagsno
Bourbaki-propia, donde se ilustra la caracterizadi@
las acciones propias, que hacen que el espacienteci
sea un espacio Hausdorff, lo cual no necesarianente
satisface una accién de Cartan.
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