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CARACTERIZACION DE LAS EVOLUTAS DE CURVAS PLANAS

Characterization of the evolutes of planes curves

RESUMEN CARLOS ARTURO ESCUDERO
En este articulo se presentan tres formas dendety la evoluta de una curva Matemético, Ph.. D.
plana. La primera forma consiste en definir canmgmdacobi a lo largo de una Profesor Asociado
recta normal a la curva plana y la evoluta setagelr geométrico donde dichos Universidad Tecnolégica de Pereira
campos se anulan. La segunda consiste en uganoal resultados de la teoria carlos10@utp.edu.co
de contacto y singularidades, es decir se veriioa el conjunto formado por
los puntos que son centros de circulos que tienct de orden 3 con la curva YURI ALEXANDER POVEDA
plana es la evoluta de dicha curva. Por Ultimoeterchina la evoluta como la Matematico, Ph.. D.
envolvente de la rectas normales a la curva plana. Profesor Asociado
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ABSTRACT Matematico, Ph.. D.
In this article three forms appear to determine evolute of a plane curve. Thefirst ~ Profesor Asociado
form consists of defining fields of Jacobi throughout a normal straight lineto  Universidad Tecnolégica de Pereira
plane curve end evolute will be the geometric place where these fields are  Iprieto@utp.edu.co
annulled. Second it consists of using some results of the contact theory and
singularities, that isto say the set formed by the pointsis verified that are center
of circles that contact of order 3 has with plane curve is the evolute of this curve.
Finally evolute is determined of like the surrounding of normal straight lines the
plane curve.
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1. INTRODUCCION
Por udltimo se determinara la evoluta d& como la

envolvente de la rectas normalegra
En la literatura de la geometria diferencial clasimirar
[2], definen la evoluta de una curva plana

a. [a, b] - R parametrizada por la longitud de arco s
como

1
y(s):a'(s)+k—n(s), 1.1
(s) 2. PUNTOS FOCALES Y CAMPOS DE JACOBI

donde k(s) y n(s) son la curvatura y el normalade en
el instante s respectivamente. En esta seccién se establece los campos de Jadobi a

El interés principal de este articulo es dei la largo de una recta normal@ vy se tiene quel tiempo

evoluta dea como (1.1) de tres maneras diferentes. que tarda en anularse dicho campo coincide coadéd r

La primera forma consiste en definir campos delliaa de curvatura deg .

lo largo de una recta normalda y la evoluta serd el
lugar geométrico donde dichos campos se anulan. 21  Observacién Si y.[a b] LR es la

También se determinarda la evoluta de usando parametrizacion de una recta por la longitud ded ay
algunos resultados de la teoria de contacto y  }(0)=X,,) (0)=V,, entoncesy se puede expresar
singularidades [1], es decir se verificard queogljunto
formado por los puntos que son centros de cirayles t) = % +t
tiene contacto de orden 3 can es la evoluta de dicha y) = X TV,
curva.

como

1.2)
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Si a: [a, b] - R? es una curva regular, parametrizada

por la longitud de arco s, definimos la variaci@ ¢/
respecto a la curva& por la familia de curvas definidas

asi:
V() =a(s)+tn(s) (1.3)
Observe que, para cadg, fijo ), (t) es una recta

normal a a(S) en el puntoa(s)). Por definicion,
mirar [2], el campo variacional

_9y
y) =-.ts) (14)

es un campo de Jacobi a lo largo de la rgctatogonal
alacurvaa .

Definicion. Sean a(s), y,(t), y(t) como antes, se
dice que y,(t) es un punto focal respecto a la curva
a siy(t)=0.

Usando las formulas de Frenet-Serret se tiene que u
punto focal der es cuando,

1

t=——
k(s)
Se dice que el conjunto focal d& es el conjunto

(1.5)

formado por los puntos focales.

De lo anterior se tiene el siguiente resultado.
. 2
Teorema. Sea a.[a, b] — R® una curva regular

parametrizada por la longitud del ar& Entonces el

conjunto focal de¥ es la evoluta der .
3 ORDEN DE CONTACTO Y SINGULARIDADES

En esta seccidn exponemos algunos resultadosadasi
de la teoria de singularidades y de contactogherse

utilizara estos resultados sélo paie=2 y =3, se
exponen en general ya que implica la misma dificllt

3.1 Definicién. SeaF :U O R" -~ R, U un abierto

de R", una funcién diferenciable. Diremos quxe] R"

es un punto regular de , si DF(X) #0.
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Un valor regular de una funciof- es un puntcc 1R
tal que todoX de F con F(X)=cC es un punto
regular.

3.2 Definicién. Sean a’:[a,b] -~ R" una curva

regular parametrizada por la longitud del ag&y O un

valor regular de una funcionF . Se dice quea vy
F~(0) tiene un punto de contacto de ordén en
a(s,) silafuncion f definida por

f(s) =F(a,(9).a,(5),..a,S)=F @@)),

satisface

f(s)="f () =-.T*"(s,)=0,f“(s,)% 0.

3.3 Definicién. Un vértice de una curva plana(s) es
un punto a(s,) para el cual existe un circulo, cuyo

contacto en dicho punto es de orden 4.

3.4 Observacion.Observe que el circulo a que hace
referencia la definicion anterior se puede pensancc
F™(0), tomandoF (x) =d?(x,u)—r?, donded(x,u) es

la distancia del puntx al puntou. Este puntou es el
centro y r el radio. Por lo tantog tiene un vértice en
a(s,) siysélosi,

f0(5)=0,i=123f? g » 0

donde f (s) = F(a(9)).

3.5 Teorema. Sean a:[a,b] - R? una curva

regular parametrizada por la longitud del arsoy
k(s) la curvatura dea en el instantes. Si k(s)#0
entonces existe un circulo que tiene contacto deno8
con a en el instantes y cuyo centro es un punto focal.
Demostracion. Suponga queT(s) y n(s) son los

vectores tangente y normal unitarios der.

Consideremos la funcion distancia al cuadrado de un

puntouJR? a la curvag.
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f(s) =(a(s)-u,a(s)-u).

Usando las formulas de Frenet-Serret tenemos que:
f'(s)=2(a(s)-u,T(s))
f"(s)=2+2(a(s)-u.ksNE))
f'(s)=2(a(s)-uk'ENE) - 2aE)-uk’ 6N 6),

con un calculo directo se obtiene que:
INCE %

Por tanto,
f'(s)=0 = a(s)-u=A(s)n(s), paraA(s)dR.

£(s)= £"(s)=0 = u=a(s)+——n(s), conk(s) 0.
k(S

f(s)=f"s)=f"(s)= 0= u=a(S)+——n(), con

k(s)
k(s)20,y k'(s)=0,,

3.6 Observacion. Se puede hacer varios comentarios del
resultado anterior:

i) Si k(s) #0, entonces existe un circulo que

tienes al menos un punto de contacto de
orden 3 cona(s); este circulo es llamado

circulo osculador de @ ; su centro es

a(s)+in(s), es llamado centros de
k(s)

curvatura o punto focal de a y su radio
1 .
p(s) =—— es se conoce comoradio de
k(s)
curvatura.
ii) Una condicion necesaria y suficiente para
que el puntoa(s) sea un vértice, es que

k(s)#0y k'(s) =0.

iii) Un vértice ocurre precisamente en un
maximo o minimo de la curvatura, ya que
-2k (s
£4(s) :A.
k(s)

4. ENVOLVENTE.

En esta seccién se estudiara una técnica paranitede la
envolvente de una familia de curvas. En particulse
aplicara cuando la familia de de curvas son rectas
normales a una curva plama
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SeaF :D 0ORxR" - R una funcién diferenciable en un

dominio abiertoD de RxR". Se denota las coordenadas
de este dominio por(s,x,X,,..X,) Yy se considera

F.(X) = F(s,x) una familia de funciones de parameso
dondex = (S, %, X,,.. X, ).
Suponga que para cadg0 es un valor regular d€,, es

F,(x)=0y oF, (s,X)#0 para alguni. Por lo

0%
tanto M_ = F,"/(0) es una subvariedad de dimension n-1

decir,

en R", por ejemplo,
n=3es una superficie.

paran=2 es una curva y para

Es claro que sD es un valor regular d&;, para todos,
entonces 0 es un valor regular d€ . Por lo tantoF ™(0)

es una subvariedad d&".

Paran=2 es una superficie, que se obtiene al separar
cada curvaM, del plano y moverla a un nived en la
tercera dimension, ya que

FP0)={(sx . %)iF (5.4.%,)=¢ ,
M, =F, 0 ={(sx.%)F 6.x.%,)= G

y MY {500 F(sx,%)=¢
por lo tantoM_ es una curva en el plars=0, MD% es

una curva en el planos=s, y podemos pensar la
superficie F ™(0) como la uni6n de las curvad °_ .

Note que siv, es un vector que pertenece al espacio
tangente de- ™(0) en el puntop = (s, x) , entonces
(OF(p).v,) =0,

donde OF(p) es el gradiente dE en el puntop.
Este espacio tangente es vertical, es decir pas@lefe s,

siysélosia—F(s,x):O.
0s
En general se tiene que la siguiente definicion de

envolvente.

4.1 Definicion. DadosF y M, como antes, se define la
envolvente £ de la familia {MS = F'ls(O)}, como el
conjunto:

é: :{XD R"; x0O Ms,a—F(s,x):O}.
0s
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4.2 Teorema.Si ,8:[a, b] - R? es una curva regular,

que es la envolvente de una familia de curvas
{M5 = F‘ls(O)} , entonces en el punto dong#s)IM
las dos curvas son tangentes.

Demostracion. Se denota 8(s) = (x(s), X,(s)). Como
F(s,B(s)) =0; entonces al derivar a ambos lados la
anterior expresiéon con respecttenemos que:

—(S %,(8), X (S))+ (S X,(8), %, (S))X,(S)

+£ (8,%.(8), %, (8))x,(s) = 0,

oF .
E(s, % (S),%,(8)) = 0; tanto

(OF(s,B(9)).B(s)) =

pero por lo

En particular cuanddV  son rectas. Entonce se tiene el
siguiente corolario del Teorema anterior.

4.3 Corolario. La envolvente de una familia de rectas es
una curva tal que la tangente en cada uno deustigspes
una recta de la familia dada.

Ahora se expone una técnica para determinar la
envolvente de una familia de curvas.

4.4 Teorema. Sea F:DORxR?> . R una funcién

diferenciable en un dominio abier® de Rx R?. Tal que
0 es un valor regular de la funcioR (x,x,) y de la

funcion F (s,x,x,). Searmr: F*(0) -~ R? la proyeccion
definida por 7(s, %, %,) = (x;,X,) . Entonces el conjunto
de valores criticos valores criticos de la proy@tas la
envolvente de la familia de curvéMs = F‘ls(O)} .

Demostracion. Se denota
L =F0)={(s.%.%)iF (5.:%.%,)= ¢
y parametricemos), locamente por

X(s,u) =(s,x (s,u),x, (s,u)),donde
(s,u)0[a,b]x[c d] O R

Luego
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X=X 0%,
0s 0s
0X 0 ax
xu:_ (’X1 )
ou ou

es una base del plano tange'lﬁEeZ, donde
P=(8%,%)0X.

Como la proyeccion es lineal en la variable que se
proyecta entonces

0x, 0X,

d7r (X)=0e —2=0y —2=0,
(Xs) s~ os
0X, 0X,

dr (X )=0 —2=0 —2 =0,
(%) ou Y

pero X, # 0, luego los puntos criticos d& sastisfacen
que X,(p) =(1,0,0)
Como X, (p) T, 2., entonces
oF
(OF(p),(1,0,0) = @)=0
Por tanto la proyeccion de los puntpd] Y. = F 7(0)

tales que%—F (p) =0 es el conjunto
S

{xD R*: x0O Ms,a—F(s,x): O}
0s

el cual coincide con la envolvende. de la familia de
curvas{ M, = F’ls(O)} "

Se aplicara dicha técnica para determinar losogunt
focales deqr.

4.5 Teorema. Q' [a, b] — R%una curva plana

parametrizada por la longitud del arso Entonces la
envolvente de la familia de normalegra es el lugar
geométrico de los puntos focales de la curva.

Demostracion. La ecuacion lineal normal@ y que
pasa pora(S) es:

(u-a(s),a'(s))=0
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dondeU es un punto ddR? que esta en la linea normal.
Luego la familia de lineas normales a la cutivda
podemos expresar por la siguiente ecuacion:

F(su)=(u-a(s),a'(s)=0. (4.1)

aF n 1 ]
S5 (8W= (u=a(s),a"@s)—(a's).a ')
Ahora se aplica la definicion de envolvente fara
funcién F.
oF ]
Para ello se calculaa— y se usa las férmulas de Frenet-
S
Serret.
oF

E(S' u) =(u-a(s).a"@s)-(a's).a'®s)
=(u-a(s),k(s)n(s)) -1=0.

Pero (4.1) se tiene que—a(S) = A(S)N(S) para algin
A(s)JR. Por tanto

y(s)=al(s) o n(s).y

k(s)
5. CONCLUSIONES.

La evoluta de una curva plana se pueden determaar d
una manera facil usando campos de Jacobi, o algunos
resultados de la teoria de contacto. o usando la
envolvente de una familia de rectas. También esalatu
preguntarse como son las evolutas en espaciosig@sec

a nuestro, es decir, en espacios de curvaturaasdast
¢Serd que en dichos espacios las técnicas anseriore
funcionaran, para determinar las evolutas de cuevas
espacios de forma?.
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