Scientia et Technica Afio XV, No 42, Agosto de 2009. Universidad Tecnoldgica de Pereira. ISSN 0122-1701 216

ALGUNOS EPIMORFISMOS ENTRE ESPECTROS PRIMOS DE
ANILLOS CONMUTATIVOS

Some epimorphisms between prime spectrums of commutative rings

RESUMEN

El espectro primo de un anillo conmutativo con unidad es un espacio topoldgico
compacto T,; ademas, el espectro es un espacio Ty si y solo si, cada ideal primo
del anillo es maximal.

Estableceremos una condicién sobre los homomorfismos de anillos con espectro
T, para que los morfismos inducidos en la categoria de espacios compactos
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Hausdorff sean epimorfismos.
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ABSTRACT

The prime spectrum of a commutative ring with unit is a compact topological
space Tp. Moreover, the spectrum is a T space if only if, each prime ideal of the

ring is a maximal ideal.

We give one condition over the ring's homomorphisms with spectrum T5, in
order that the induced homomorphisms, in the category of compact Hausdorff

spaces, are epimorphisms.
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1. INTRODUCCION

La topologia de Zariski definida sobre el conjunto de
ideales primos de un anillo conmutativo con unidad A,
permite asociarle al anillo un espacio topoldgico llamado
el espectro primo de A (ver definicion 2).

La proposicion 3 establece que el espectro primo de cada
anillo conmutativo con unidad es un espacio topol6gico
compacto Tp.

De otra parte, cada homomorfismo de anillos
conmutativos con unidad, es decir, homomorfismos de
anillos que preservan la unidad, induce una funcion
continua entre sus espectros primos (ver proposicion 4).
De esta forma se puede definir un funtor contravariante
entre la categoria de anillos conmutativos con unidad y
la categoria de espacios topoldgicos compactos 7.

Si en un anillo conmutativo con unidad cada ideal primo
es un ideal maximal entonces su espectro primo es un
espacio de Hausdorff; la reciproca de esta afirmacion
también es cierta (la equivalencia se establece en la
proposicion 7). De esta forma se puede definir un funtor
contravariante entre la categoria de anillos conmutativos
con unidad para los cuales los ideales primos son
maximales y la categoria de espacios compactos
Hausdorff.
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De la proposicion 10 se infiere que una funcién continua
en la categoria de espacios Hausdorff es un epimorfismo
si su imagen es densa en el codominio.

El resultado principal de este articulo, corolario 11,
establece una condicién sobre cada homomorfismo de
anillos conmutativos con unidad cuyos espectros primos
son espacios de Hausdorff, para que su homomorfismo
inducido sea un epimorfismo en la categoria de espacios
topoldgicos compactos Hausdorff.

Finalmente se presentan algunos ejemplos de homo-
morfismos de anillos que satisfacen las condiciones del
resultado principal.

El lector debe estar familiarizado con algunas nociones
bésicas de topologia, algebra conmutativa y teoria de
categorias; los conceptos utilizados en este trabajo
pueden verse por ejemplo en [1],[2],[3] y [4].

2. CONTENIDO

2.1 Nociones basicas

Se presentan algunas nociones y hechos bésicos de la
teoria del espectro de anillos conmutativos con unidad.
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Los enunciados de todas las proposiciones de esta
seccién corresponden a ejercicios propuestos en [1] son
hechos conocidos y se omiten las demostraciones de
todos ellos a excepcion de las proposiciones 8 y 9 las
cuales estdn relacionadas directamente con el resultado
principal.

Dado A un anillo conmutativo con unidad (s6lo traba-
jaremos con este tipo de anillos), denotamos por Spec(A)
al conjunto de ideales primos de A. Si a € A, definimos

a={I € Spec(A)|a ¢ I}.

Estos conjuntos de ideales tienen las siguientes pro-
piedades:

Lema 1. (ver [1] pg 13 ejercicio 15) Dado A un anillo
conmutativo con unidad se tiene que

(i) Sia,be A, ab=anb
(i)
(iif) T = Spec(A) .

)
I

%]

Definicibn 2. El lema anterior permite definir una
topologia 7 (la topologia de Zariski) sobre el Spec(A),
cuya base de abiertos estd determinada por los conjuntos
a. Se llama espectro primo de A al espacio topoldgico
(Spec(A), ) que denotaremos con abuso de notacion
Spec(A).

Proposicion 3. (ver [1] pg 14 ejercicio 18 numeral ivy
ejercicio 17 numeral v) Para cada anillo conmutativo
con unidad A, se tiene que Spec(A) es un espacio
topoldgico T compacto.

Notacién. Dada una funcién f: A — B
C C B senotara con f'(C')al conjunto

para todo

{a € A: f(a) € C},

Consecuentemente f' denota la funcién imagen reciproca
de f.

Proposicion 4. (ver [1], pg 15 numeral (i) ) Dado
f:+ A— B un morfismo de anillos conmutativos que
preserva la unidad, entonces f': Spec(B) — Spec(A)
es una funcién continua.

Definicién 5. El radical primo de un anillo A esta
definido por
rad(A) = ﬂ P

PeSpec(A)
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El radial primo de un anillo conmutativo con unidad es el
conjunto de sus elementos nilpotentes (ver [1] pg 6,
proposicion 1.8).

Definicion 6. Un anillo A se dice absolutamente plano si
cada ideal principal de A es idempotente, es decir, para
cada a € A existe b € A tal que a = ba?.

En la literatura se usa que un anillo A es absolutamente
plano si cada A- mddulo es plano; la definicion 6 es
equivalente (ver [1] pg 39, ejercicio 27).

Para cada ideal primo I, A; denotara la localizacion del
anillo A por |. Recordemos que si S = A — ] entonces

Ar=AS7Y=5"14
Proposicion 7. (ver [1], pg50 ejercicio 11) Dado A un
anillo conmutativo con wunidad, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) A/rad(A) es absolutamente plano.
(ii) Todo ideal primo de A es maximal.
(iii) Spec(A) es Tj.

(iv) Spec(A) es Ts.

Proposicion 8. Si f: A — B es un morfismo de anillos
que preserva la unidad, entonces

FSpecB) = {Utala e NN}
Demostracion. Observemos que
Ie {U{a|a € N(f)}}c saeN(f)=acl
s N(f)ClI

Si I € f'(S(B)), entonces existe 6 € Spec(B) tal que
f1(8) =1,como 0 € 6, f'(0) = N(f) C I, es decir

I'e {Ufala e N(H}Y-
Consecuentemente se tiene que
FH(Spec(B)) € {Ufala € N(f)}}*
debido aque {{J{ala € N(f)}}* es cerrado.

Reciprocamente, sea [ € Spec(A) tal que N(f) C I,
debemos probar que si I € @, entonces

an f'(Spec(B)) # @.
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Supongamos que @ N f'(Spec(B)) = @ entonces para
todo 6 € Spec(B), a € f'(0), luego f(a) € 6, es decir
f(a) € rad(B), por lo tanto existe n e N tal que
f(a™) = (f(a))™ =0, luego a™ € N(f) y por lo tanto
a®e€l, como [ es primo entonces ac/
contradiciendo el hecho que I € a.

Notacion. Para cada morfismo de anillos f: A — B, su
nucleo se denotara por N(f).

Proposicion 9. (ver[1], pgl5, ejercicio 21 numeral v)
Dado f: A — B unmorfismo de anillos, la ecuacion

' (Spec(B)) = Spec(A)
se satisface, si y solo si, N(f) C rad(A).

Demostracién. Puesto que

F'(Spec(B)) = {| J{ala € N(f)}}¢
= {I € Spec(A)|N(f) C I}.

Si N(f) Crad(A), entonces N(f)C I para todo
I € S(A), ypor tanto

['(Spec(B)) = Spec(A).

Reciprocamente si f'(Spec(B)) = Spec(A), entonces
para todo I € Spec(A) se tiene que N(f) C I, luego
N(f) C rad(A).

2.2 Resultado principal

De la siguiente proposicion se sigue directamente el
corolario a partir del cual se deduce que cada morfismo
de anillos cuyo espectro es T5, induce un epimorfismo en
la categoria de espacios compactos Hausdorff.

Proposicion 10. Si f: X — Y es una funcidn continua
entre espacios topologicos tal que f(X)=Y, y
g,h:Y — Z son funciones continuas con ~Z espacio

topoldgico Ty, entonces o f = g o f implica h = ¢.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € Y\ f(X) tal
que g(t) # h(t), como Z es T existen abiertos V' 'y W
en Z tal que g(t) eV, h)eW y VnWW =g,
entonces t € g~ 1(V)Nh~1 (W) = K, con K abierto de
Y, como f(X) es denso en Y existe y € f(X)N K, de
donde g(y) € V, h(y) € W,y por hipétesis g(y) = h(y),
contradiciendo V N W = @.

Notacion. Denotaremos por 9t la categoria de anillos
conmutativos con unidad para los cuales todo ideal
primo es maximal. En esta categoria los morfismos son
homomorfismos de anillos que preservan la unidad.
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Presentamos ahora el resultado principal en el siguiente

Corolario 11. Dados A, Be9M, y f: A— B un
morfismo de anillos que respeta la wunidad. Si
N(f) C rad(A) entonces f': Spec(B) — Spec(A) es
un epimorfismo en la categoria de espacios compactos
Hausdorff.

2.3 Ejemplos

Ejemplo 1 Si f: A — B € 9, es inyectiva entonces se
tiene directamente que f': Spec(B) — Spec(A) es un
epimorfismo en la categoria de espacios topoldgicos
compactos Hausdorff.

Ejemplo 2 Anillos Booleanos:  decimos que un anillo
A es de Boole, si y solo si, paratodo a € A, a? = a. De
la definicion se sigue que todo anillo de Boole es
absolutamente plano y por lo tanto pertenece a 9.

En todo anillo de Boole A, rad(A) = 0; en efecto, el
radical de A es el conjunto de elementos nilpotentes y si
a™ =0 entonces a = a™ = 0. Consecuentemente, dado
BeMm; f: A— Be oM induce un epimorfismo en la
categoria de espacios topolégicos Hausdorff si y solo si,
f esinyectivo.

Ejemplo 3 Los anillos de enteros médulo m, Z,, con
m > 0 estan en la categoria 9t (ver [2]), y por lo tanto
todo homomorfismo f 7z, 7, tl que
N(f) C rad(Z,,) induce un epimorfismo entre sus
espectros primos.

Ejemplo 4 Si A es absolutamente plano entonces toda
imagen homomorfa de A es un anillo absolutamente
plano (ver [1] pg 39 ejercicio 28).

En particular A/I es absolutamente plano para cada
ideal 7de A un anillo absolutamente plano.

Consecuentemente Si A € i, se tiene que A/rad(A) es
absolutamente plano. Como cada imagen homomorfa de

A/rad(A) es  absolutamente  plana  entonces
A/rad(A) € M.

Consideremos A € 9t y la proyeccion canonica
m: A— Afrad(A)

que acada a € A le asigna la clase de @ mddulo rad(A).
Como N(x) = rad(A) entonces 7' es un epimorfismo.

Observemos que este ejemplo exhibe funciones no

inyectivas que inducen epimorfismos; por ejemplo tome
A - Z4.
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3. CONCLUSION

Aungue la condicion de que todo ideal primo es maximal,
es muy restrictiva, algunos de los anillos mas conocidos
son de este tipo; por ejemplo los enteros y los enteros
mddulo n, y los anillos Booleanos .

La demostracion de la proposicion 10 implica que los
epimorfismos inducidos segln el corolario 11 son
epimorfismos en la categoria de todos los espacios
topoldgicos compactos Hausdorff, sin restringir esta
Gltima a los espacios topoldgicos provenientes de
espectros primos.
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