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OBTENCION ANALITICA DE LA ENERGIA POTENCIAL PARAEN VOLTURAS
The analytic description to obtain the potential eergy for shells

RESUMEN

En este trabajo se da de forma detallada la oliterde la energia

potencial para envolturas anisotopicas.
PALABRAS CLAVES:
estabilidad.

Deformacion,

ABSTRACT

In this work the detailed description of obtaining the potential energy

for anisotropic shells is given

KEYWORDS: Deformation, energy, potential energy, shell, stability.

1. Introduccion

Para la formulacion de las principales hip6tesis
de envolturas, nos basamos en la teoria de lopamer
deformables. En este sentido la superficie medidade
envoltura es lugar geométrico de todos los puntos
equidistantes de los generadores de la superfei¢éad
envoltura.

A la superficie media de la envoltura le
asociamos un sistema de coordenadas curvilineas y u

r=r(x*x?)

radio vector dado . Los vectores g,

conforman en la superficie una base covariantee&or
unitario normal a la superficie lo denotamos por

Consideraremos que los indicé y [ beta toman los

valores desde 1 hasta 2. Los a tensor métricosiaates
de la superficie sin deformar de la envoltura los

designamos porg,; = g, [gﬁ . La curvatura de la
superficie la denotamos en forma tensorial
b, =9, 5= g,0n,, donde la coma *" es para

como

denotar la derivada.

2. Obtencién de la energia potencial

De esta forma cualquier vector puede darse en la
base local de la forma
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Uop=TepOthyn, = g (1)

El primer grupo de férmulas de (1) son las
férmulas de derivacion Gauss, el segundo gupo de

formulas son las férmulas Weingarten. Ad_l,ﬁﬁ son los
simbolos de Christoffel para la superficie medialale

envoltura. Si suponemos que las coordena}d]asy X
coinciden con las lineas principales de la cuneatoedia
y el sistema de coordenadas es ortogonal, entgares

I_;,g y parag,, se tiene

0, a#pB;
9ap = H(ZX, a=p. ’
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e 0, OZ£BZK;
—HaaHa

> . a=p#K;
K H axK

rO(B =< K , )
1 aHa
, o=K
L Ha 1)

donde Ha son los coeficientes de Lamé. De aqui en

adelante si los indices de las férmulas del ladedt® e
izquierdo se repiten, entonces la suma no se eigécton
respecto a este indice.

Asi

a=a g =a ga:Za(a) 'l'a, 3

1 o L
dondeto( =H.9% = Hy g~ es el vector unitario tangente
a

a las lineas coordenadas. Una expresion similar
escribimos para el tensor de segundo orden:

p
o ﬁf% Pag =HaHp P(ap) )

Para determinar la posicién de cualquier punto
de la envoltura, que se encuentre fuera de la fciper

. . 3
media, se introduce una tercera coorden&da que
representa a la distancia a lo largo de la norrestie el

1 1
punto & , x2) de la superficie media hasta el pumo, (

xz, x3) (Fig. 1).

Fig. 1 Superficie media de la envoltura
De esta forma el elemento lineal de la envoltura
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2

di2 = H_HodCad + @S2, )

§

- 1 2
donde los coeficientes de Larh’%( = Ha(x , X ) toman
el aspecto

Hy =hg (1+ bo(x?’). (6)

La longitud del segmento normal en este punto a
la superficie media y acotada por las directriceslal
envoltura, es el espesor de la envoltura. Engicdor de
la envoltura en términos generales puede ser Veyiab

. 1 2 . ., .
decirh = h(x , x) (Fig. 2). Aqui sélo analizaremos el
caso cuando el grosor es constante.

Fig.2. Elemento de envoltura.
Supongamos que la envoltura en el sistema de

1 2 3 . .
coordenadas , X , X experimenta una deformacion.

2 3
La posicién de cualquier punto k/}( X, X),

. . 1 2 3
esta determinado por el radio ved®R(X , X , X ).

El estado de deformacion de la envoltura en una

vecindad del puntd (xl, x2, x3) esta caracterizado por
seis componentes de las tensiones asociada con el
desplazamiento del punto M, ver [1,2,6].

Para la construccion la teoria de envolturas
linealizadas es necesario a las ecuaciones am®rior
agregar las ecuaciones de estabilidad, es decir las
ecuaciones de las relaciones constitutivas y las
condiciones en la superficie. El analisis de lao#wva lo
realizamos pasando del caso tridimensional al
bidimensional.

Para resolver este tipo de problemas se utilizan
un gran nimero de métodos. Estos son: a) el mé&tedo
las hipotesis b) el método de las expansiones en su
espesor, ¢) métodos asintéticos.

Aqui le daremos preferencia al método de las
hipotesis, en el cual con relativa facilidad, carela
resultados o6ptimos. También se utilizaremos para

en este sistema de coordenadas se determina de la analizar la estabilidad la teoria clasica de envad.

siguiente forma

Teniendo en cuenta esto, tenemos
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1
r]23:0,r]13:0,u3:w(x ,xz), (7)

lo que formalmente significa que la deformacionlae
envoltura se realiza sin tener en cuenta la defddnale
desplazamientmzs, N3y que el desplazamient% no

depende de la coordenaxi?é El desplazamiento normal
en todos los puntos del elemento de envoltura es

12 : . 33
w=w(X ,X ) de igual forma la tensiéw se puede
obviar, es decir suponemos que en la envoltureaea
una tension de estado en el plano.

Teniendo en cuenta (6), se tiene

1 1
— > u +————————-w_ =0. (8)
[Ha(l +bg x3) 0(13 HO(2(1 by x3)2 ot

3 . 3
Integrando (8) con respecko, en el intervalo [Ox ] y

. 3 1
suponiendo que =0, Uy = ua( X, xz)), obtenemos

(1 +bgy X ) Wa, (9)
h . .

donde uy ©s el desplazamiento tangencial vy
12 - .

Uy = ua(x , X ) es un punto en la superficie media. De

esta forma (9) representa un modelo es un modelo
geométrico para la deformacion de la envoltura. De
acuerdo con (9) el problema tridimensional lo podem
ver como un problema bidimensional para la teoda d
envolturas independientes de las relaciones cotigés.

De (9) para la deformacic’n&B , Se tiene

3
eGB :nUB + X KGB. (10)
Teniendo en cuenta (3), (7), obtenemos
10U, ug oh
=P ﬁ o bW, (11)
Nop = aox® Na BOXB
1 aw 1 Ohg gw  Ugdbg 2
KGB: No(ch “hy g T 2 BapB h a+baw
aoxt p hBaX ox 0l X
/(12)

donde naB es la deformacion relativa de expansion y

desplazamiento&gO(B es el componente de deformacion
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de flexiébn y torsion en la superficie media de la
envoltura.
Entre los seis parametrq%([3 y KGB, que determinan la

deformacién en la superficie media, se tienen tres
relaciones diferenciales

A
sz,a + (XZ - Xl)BX,a —ET,B -1 A,B + kzu) A,B +

kl[Aw,B + ooA’B - Bsz,o( - (82 - (13)

81)8,0( ]: o,

Sin pérdida de precision la condicién (13) la
podemos escribir de la siguiente manera

A
BXZ,a + (xz - Xl)BX,a —ET,B -1 A,B + k2w A,B +

+ kl[Aw,B + (A)A’B ~Bey - (82 - Sl)B,a ]: 0, (14)

En la teoria de envolturas, al igual que las
tensiones se introducen los esfuerzos generalel de
condicion de equivalencia estética. Para los moosent

N GB, MGB, obtenemos que

h/2 h/2
TO(B :i f O(BH dx MO(B IOGBH x3dx3
ha B ha B
-h/2 -h/2

(15)

La direccion positiva de las fuerzas internas y
los momentos se muestran en la figuras 2 y 3.
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21

Fig. 3

Para obtener las ecuaciones de estabilidad
consideremos un rectangulo curvilineo, el cualtt&ne
con ayuda de cuatro cortes normales a la supenfiegtia
de la envoltura. En el elemento de envoltura actéan
fuerzas internas, momentos, las fuerzas externas

Pi :Pi(xl, xz) y fuerzas superficiales, que pasan por

3

X~ =h/2 (externas) y<3 =-h/2 (internas). Integrando (7)

desde<3 =-h/2 hasta<3 =h/2 y multiplicando porx3, se
obtiene que

(BTl B T. +(A321)B+A S +ABklN =-ABX

(AT2)B A T +(BS_L2)0(+B

1t ABk2 N2 =-ABY,

—(lel + k2T2) +AiB[ (B Nl) a + (A NZ) ,B] =-

(16)

(BMl) a + (AH21) 8 + A’B H12— B,a

M2 =-AB Nl’

(AMZ) 8 + (BH12) a +

donde las fuerzas internas y momentos de (15), se
determinan como

iR AR

B,O( H21—A’B Ml =-AB N2

h/2 h/2
fPa (Hydy=X, + fP dy,
-h/2 -h/2
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o) R

hi2 h/2

IPBH H, dy=Y, + fP dy, (17)

-h/2 -h/2

- L _h USRI
z=7" 1+5 1+2R2 2Rl 1—ZRZ +
h/2 h/2
1
A P\)—IlHZdy Zy+ fP dy

—h/2 -h/2

El sistema (15) representa la condicién de
equilibrio del elemento diferencial de la envoltwan
espesor finito, bajo la influencia de fuerzas iméery
externas en la superficie media de envoltura.

De la condicion de estabilidad, la suma de

momentos con respecto al eq%- es cero, obteniendo la
sexta condicién, la cual tiene el aspecto

S15 =Sy +KyH o —kyHyq =0. 17)
ParaSIk se obtiene
S15=Caef1 * Cogfa * Coe®* Ko(Deet * P16X1 * Pogko):
S,1=Cqf1 + Coglp t Coe K (D T+D, X 1+D26X2)'

Aqui nos limitamos estudiar envolturas, cuyos
lados coinciden con las lineas de curvatura en la
superficie media.

Las condiciones homogéneas en la frontera pardipste
de envolturas son:
1. El borde libre:

T = =0, 812+ sz12
1
Nl+BH12,B ,Ml—O, (18)
2. Los bordes fijos:
M1:0,u:O,v:O,w:0; (29)

3. El borde articulado, libre en la direccion tamgjel de
la frontera:
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T,=0,M; =0,w=0,v=0; (20)
4. Completamente fijo en los extremos:

1
u—O,v—O,W—O,O——Kw,O(+k1u—0. (21)

En (21),0 es el &ngulo de rotacién de la frontera
normal de la superficie media de la envoltura aded
de la tangente a la linea= a o = const.

Las condiciones no-homogéneas se obtienen
facilmente de las condiciones de contorno anteotm
dadas suponiendo que en la parte derecha de las
condiciones no es cero sino un valor dado.

En el caso de que la envoltura no tenga un
contorno cerrado o solamente en una parte de riefi
es dado, las condiciones de contorno en las curvas
cerradas se reemplazaran por las condiciones p=asdd

En base en las condiciones dadas, teniendo en
consideracion la hipotesis principal (teoria clasibe
envolturas) obtenemos para la energia potencialade
forma

h/2

V2SI [t

-h/2

+ T %) HiH 4o 0B .

Teniendo en cuenta [2,4], finalmente obtenemos
la siguiente expresion para la energia poteitial

V:%f C si +2C € ¢ +C s§+c u)2+2C we +2C we_ ) ABdxdB+
11 121 2 66 16 1 26 2

1 2 2 2
> D +2D +D +D 1 +2D 1x +2D_ T AB dx dB.
fo( 1517 P % T P2 Peg 16717 ©26 Xz) b

En este caso, ambas integrales se distribuyen a
lo largo de la superficie media de la envoltura. La
primera integral doble es la energia potencial a® |
desplazamientos y expansiones, la segunda integjoée
es la energia potencial de la flexién y la torsion.
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