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UNA FORMA DE SIMPLIFICAR POTENCIAS TRIGONOMETRICAS

A Trigonometric Power Simplification Method
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1. INTRODUCCION

Dentro del grupo de investigacion Campos
Electromagnéticos y Fenomenos Asociados se ha
abordado la tematica de la propagacion de sefales
electromagnéticas en presencia de medios. Dentro de las
sefiales de interés se encuentran aquellas variantes en el
tiempo que permiten la existencia de la transmision de
radio, telecomunicaciones entre otras aplicaciones [1, 2].

Las sefiales de campo electromagnético generalmente se
pueden analizar en el espectro de frecuencia con mayor
facilidad toda vez que en el tiempo presentan variadas
irregularidades y componentes armoénicas [3].

Dentro del grupo de investigacion, para el tratamiento de
estas sefiales en el espectro de frecuencia se ha estado
usando la transformada de Fourier con excelentes
resultados. Lo anterior porque permite realizar calculos
que consideran cada componente arménica ademas de
permitir centrar el analisis en el comportamiento de las
magnitudes de cada componente armdnica por separado y
luego los resultados se pueden unir mediante el teorema
de superposicion [4].

Dentro del analisis efectuado, se ha logrado conseguir un
procedimiento interesante que permite expresar las
seflales de muestreo (potencias sinusoidales de orden
elevado) como la suma de varias sefiales sinusoidales
simples en diferentes componentes armonicas [5].

La ventaja de esta representacion radica en que no es
necesario descomponer en sucesiones infinitas, tal como
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la serie de Fourier lo hace, sino que se emplea un corto
procedimiento  algebraico posible gracias a la
transformacion de Fourier. Las aplicaciones van desde la
descomposicion de sefiales sinusoidales de orden elevado
para el uso en matematicas (integrales), pasando por el
disefio de filtros, hasta el andlisis de componentes
armoénicas en modulacion y demodulacion [5,6,7].

Para ilustrar el procedimiento y dar sustento matematico
a lo planteado aqui se presenta en la seccién 1 una breve
descripcion de la Transformada de Fourier con una de sus
propiedades. En la seccidon 2 se presenta la convolucion
con algunas de sus caracteristicas y en la secciéon 3 se
muestran las funciones trigonométricas mencionadas
junto con su transformaciéon en el dominio de la
frecuencia asi como los pasos para lograr la
representacion de las potencias de orden superior en
términos de los de orden lineal.

Adicionalmente se presentan algunas conclusiones del
procedimiento hallado.

2. TRANSFORMADA DE FOURIER
2.1 Generalidades

Las sefiales con las que se interactia permanentemente
son seflales que existen en el dominio del tiempo, dada su
caracteristica real. Algunas de estas sefiales pueden ser
representadas en otros espacios matematicos de manera
que permiten efectuar un analisis mas sencillo que en el
dominio del tiempo.
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Uno de los espacios donde es posible estudiar las sefiales
de tipo periddico es en el dominio de la frecuencia. Las
transformaciones deben cumplir con algunas propiedades
basicas que permitan el estudio deterministico de los
problemas, ademas de permitir extraer resultados en la
frecuencia que se cumplan en el dominio del tiempo.

Una herramienta que permite tal transformaciéon de
sefiales es la Transformada de Fourier. De esta manera se
logran representaciones en la frecuencia de algunas
funciones asi como la posibilidad de una transformaciéon
inversa que permita transformar de nuevo al dominio del
tiempo. Esta posibilidad de la transformacion inversa es
bastante util y necesaria en el desarrollo que se plantea en
la seccion 4.

Se presenta a manera de ambientacion la Transformada
de Fourier y la Transformada Inversa de Fourier en las
ecuaciones (1) y (2).

F(w)= Iz fe™ ar (1)

1 ® jwt
r0=—[" Fone’dw @)
2™

Ahora, una relacion de correspondencia se puede
establecer entre las dos funciones mediante la
representacion en (3).

(@) s F(w) )

La simetria en las ecuaciones muestra una latente
simetria en las transformaciones pero la tinica propiedad
necesaria serd la de la linealidad de la transformacion que
se ilustrard a continuacion en la seccion 2.2.

2.2 Linealidad de la Transformada de Fourier.

Considerando las funciones fi(¢), f»(f) junto con sus
transformadas continuas de Fourier mostradas en (4) y la
existencia de valores reales k; y k,, se puede obtener
como resultado lo mostrado en (5) [3].

S (@) <0~ F(w)
fo(0) <0 K, (w)

“)

kL0 +h f,(0) <D kED) +EFE W) (5)

Aunque otras propiedades se pudieran plantear, para el
desarrollo del articulo se dan por hecho y el lector esta
invitado a consultarlas [3].

3. CONVOLUCION

El teorema de la convolucion corresponde a una especie
de funcion de energia que permite obtener resultados
importantes en el andlisis de armonicos. Se presentara el
teorema y se mencionaran las propiedades ttiles en el
desarrollo de lo que aqui se denominard algebra
convolutiva. Se ilustrara la convolucion en el dominio de
la frecuencia.

3.1 Representacion

Supdéngase una relacion entre funciones tal como se
ilustra en (6).

Fon = [ Rk v -u)du ©)

La integral asi planteada es denominada la integral de
convolucién y se expresa simbolicamente tal como se
ilustra en la ecuacion (7) [7].

F(w) = E(w)UF,(w) (7

Se puede plantear la existencia de funciones en el tiempo,
para las funciones en la ecuacion (6), tal como se
presenta en la ecuacion (4).

La representacion, en el tiempo, de la convolucion
mostrada en (7), es facilmente verificable y corresponde
a lo planteado en la ecuacion (8) [7].

FOL0 B P = L RMOEW  ®)

3.2 Consideraciones adicionales

Es demostrable que la convoluciéon cumple con las leyes
siguientes [3, 7]:

0 Ley Conmutativa.
0 Ley distributiva.
0 Ley Asociativa.

3.2 Algebra Convolutiva

Es necesario presentar algunas relaciones iniciales que se
explican en [6, 7].

La primera de ellas se muestra en la ecuaciéon (9) y se
conoce como el modulo convolutivo. Sucesivamente se
presentan otras [3].

F(w)[d(w) = F(w) )

Una segunda relacion entre funciones en convolucion se
puede establecer tomando como base lo planteado hasta
el momento. Esta nueva relacion considera (3) obtiene
(10).
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JOOUf (@) <O Fw)F(w)

(10)
SO <0- FP(w)
En forma dual, en la frecuencia se obtiene:
1
FOF @) <0 [FnOF(w)] an

2 1 20
S0 B [ FE)]

El resultado de (11) se puede generalizar para una
expresion de potencia n, en el tiempo obteniéndose una
representacion asi:

10 - 0n — [ ()] (12)

1
(zﬂ)n—l

Lo anterior se puede leer como “F(w) ala n convolutiva”
permitiendo introducir el concepto de las potencias en la
convolucion.

Un tercer eclemento se obtiene empleando la ley
distributiva para un binomio. Los resultados se muestran
en (13) y (14).

(F )+ E,0)) = (F )+ F,0) T(F () + F(w) - (13)
(F(w)+ F,(w))™ = F2w) + 2, (w) OF, (w) + £ w) - (14)

y para grado n, es posible obtener una expansion
polinomial mediante el empleo del binomio de Newton

[9].

(FomEm)" =
Cn,0)F°(w) £ C(m, 1) F""(w) OF, (w) (15)
+C(n,2)F" (W) OE (W) £...2 C(n,n) E,"(w)

b
coeficientes son los formados por el triangulo de Pascal,
también denominado triangulo de Tartaglia. Lo anterior
es una simple implementacién del Binomio de Newton al
caso de un binomio convolutivo.

Donde C(ab), es el combinatorio (aj. Tales

Una tercera y ultima relacion se obtiene con base en lo
descrito brevemente en [3]. Aqui se menciona que:

Fw)do(w-wy) =F(w-w,) (12)

Aplicando lo anterior, al interior del grupo de
investigaciéon se propone una forma de expresar la
potencia convolutiva de la delta de Dirac a través del uso
recursivo de lo obtenido en (12) asi:

O(w=w,) Oo(w=w,) =0(w-2w,)
N (w—w,) = H(w—2w,)

(12)

Por otro lado, dentro de los desarrollos matematicos
efectuados se logra plantear una generalizacion para lo
expresado en (12) que se muestra en la ecuacion (13).

0" (w=w,) = (w—nw,) (13)

Este es el resultado mas importante que se forma con
todo lo anterior discutido, toda vez que abre las
posibilidades de expresar una potencia en términos del
desplazamiento en la frecuencia, lo que implica la
aparicion en el dominio del tiempo de componentes de
tipo armonico.

Una extension del resultado encontrado en (13) se
muestra en las expresiones (14) y (15). Estas expresiones
se presentan pues para el desarrollo de los binomios que
resultan de las expresiones sinusoidales tienen alto valor.

0" (w=w,) 00" (w=w,) = d(w—nw,) 0d(w—mw,) (14)
0" (w=w)) 8" (w=w,) = d(w—(n+m)w,)

0" (w=w,) 80" (w+w,) = d(w—(n—m)w,) (15)

Lo anterior es el resultado mas importante realizado en
cuanto a que permite, a través del algebra convolutiva,
efectuar una serie de simplificaciones a funciones que
contienen delta de Dirac como componentes en el
dominio de la frecuencia.

4. REDI,JCCI(')N DE FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS DE ALTO ORDEN

Ya en esta seccién se presenta la manera en la que se
reducen los términos de alto orden de sefiales
sinusoidales a términos lineales armonicos. Por la
simplicidad se presentara inicialmente el coseno.

S(t) =cos(w,t) (16)

La representacion en el dominio de la frecuencia se da como se
ilustra en (17). La representacion general se puede efectuar
tanto por induccion de los ejemplos aqui mostrados, como por
el andlisis de las expresiones generales.

cos(wyt) O 71{ S(w=w,) + d(w+w,)] (17)
Para expresion cuadratica

cosz(wot) - %[Jﬁv—wo) +c5(w+w0)]"D (18)

Esta expresion se puede reescribir como sigue en (19).
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T 20
— | o(w— o +o(w+ A =
(2”)[ (w=w,)+o(w+w, )] s

%[JZD(W—WO) +28(w=wy) 08w +w;, ) + 3w w,) |
Al agrupar los términos conjugados se obtiene:
T
—[5(w—w )+o(w+w, )]2D =
Q2 0 0
19)
1T, 1T
E[O’(w—Zwo) + 5(w+2w0)] +E[25(W)]
Aqui el término conjugado se refiere a términos de igual
componente armoénica o de frecuencia pero de signo contrario.

Teniendo en cuenta las propiedades mencionadas en la
seccion 3, los procedimientos aqui presentados quedan
completamente validos. Lo anterior muestra un resultado
que ya se conoce por su uso regular:

%cos(Zwut)+% - g[d(w—2w0)+5(w+2w0)]+g[25(w)] (20)

Y finalmente

cos’ (wyt) = % cos(2w,t) +% (€29

Para expresion cubica:

s
e’

Esta expresion se puede reescribir como sigue en (23).

cos’ (wyt) <O [00w=w,) +3w+w)] (22)

%[J(W—WO)M(Wwo)]“=

%T[53D(w—wo)+35m(w—w0) 00(w+wy) (23)

38(w—w,) 0 (w+w,) + 3 (w+w, ):I
Al agrupar los términos “conjugados” se obtiene:

%T[J(w—wo)+5(w+w0)]m=

(24)
%T[O_(w—3w0) + 5(w+3w0)] +%T[35(w—w0) +30(w+ WU)]
Un resultado menos empleado es el siguiente:
L cos(Bupt) +>cos(myt) < Z[B0w=3wp)+ Ew+3wy)]
4 T Ty ! 0 (25)
+§[36(w—w0) +38(w+w,)]
Para entregar como resultado:
3 1 3
cos” (wyt) = Zcos(3wot) +Zcos(w0t) (26)

A manera de generalizacion:

Al analizar detenidamente los resultados se puede
verificar que las potencias trigonométricas se pueden
convertir facilmente en la suma de elementos de grado
simple con un unico cambio en el argumento de las
funciones.

Al revisar las expresiones en el dominio de la frecuencia
se puede notar que la composicion del polinomio
convolutivo se puede obtener a partir del uso del
triangulo de Pascal. Ahora, cuando se tiene que conseguir
la reduccion al dominio del tiempo, la mitad de estos
elementos desaparecen por cuanto la simetria del
triangulo permite agrupar términos semejantes en
magnitudes y en su componente armonica.

Basado en lo anterior se propone un nuevo tridngulo para
la construccion de estas reducciones. Se parte del
triangulo tradicional, se eliminan los términos simétricos
y cuando en el eje central se encuentre un valor, éste se
dividira por dos.

Para determinar el valor del armoénico, simplemente se
van empleando de izquierda a derecha los exponentes asi:

El primer armoénico corresponde al valor del exponente
de la potencia cosenoidal, luego se va restando 2 a cada
exponente siempre y cuando este valor sea positivo. Es
necesario tener en cuenta el divisor de estas cantidades
que siempre sera (2"").

Se ilustra el triangulo original asi como el modificado.

0 - 1

1 - 1 1

2 - 1 2 1 27
3 - 1 3 3 1

4 5 1 4 6 4 1

5.1 5 10 10 5 1

El triangulo de Pascal modificado que se denominara el
Triangulo de Cano Trigonométrico, en memoria del
profesor de Ingenieria Eléctrica de la Universidad
Tecnoldgica de Pereira, se presenta en 27.

0 - 1
1 - 1
2 - 1 1 27
3 5 1 3
4 - 1 4 3
5-1 5 10

Basado en Tridngulo de Cano, se afirma categéricamente
que la potencia de 4 tendra 3 elementos lineales. Igual
cantidad de elementos tendra la potencia de 5.
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Se efectuara el calculo de los valores para la potencia 5
del coseno y se ilustran los resultados en 28. El lector es
invitado a corroborar los resultados aqui planteados.

Potencia de § Coeficiente Armonico
Primer término 1 Swy

Segundo término | 5 (5-2)wy = 3wy
Tercer término 10 (3-2) wo=wy

1
cos’ (wyt) = Ecos(Swot) +%cos(3w0t) +%cos(w0t) (28)

Los resultados se pueden generalizar para cualquier
argumento de la funcidn coseno.

4. CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES

Se ha mostrado una manera de efectuar reducciones de
potencias cosenoidales cuyos resultados se pueden
extender a potencias sinusoidales.

La representacion ha mostrado ser sencilla e
intuitivamente facil de implementar.

Las transformaciones en el dominio de la frecuencia atn
hoy dia permiten obtener resultados y procedimientos
que evitan tomar caminos largos en el desarrollo
matematico y andlisis cualitativo.

Se propone al lector obtener expresiones mas elegantes
para la simplificacion de las funciones.
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