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FUNCIONES Y VALORES PROPIOS PARA LA ECUACION DE ESTADO ESTACIONARIO DEL CALOR CON

CONDICIONES MIXTAS

The eigen functions and eigen values of steady state heat equation with mixed boundary conditions
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1. Introduccion

Las coordenadas toroidales (O’ , 5, (0) estan definidas

por las ecuaciones de transformacion a coordenadas
cartesianas [4]-[5]:

_ asenha cos@ _ asenhasen@
— ———————————e. y —_—
cosha —cos B’ cosha —cos B’
asenf3

. (1
cosha —cos 5

La superficie (0’ =a, B, (0) corresponde a un toro con
su corazén circular de radio @ en el plano ecuatorial,

(0’ ,B= ﬁa , (0) la superficie con esferas ortogonales y

(0’, LB.p= ao) la superficie con semiplanos

meridianos. Las secciones transversales de cada toro en
los planos meridianos son circulos de radio acscha y
centro en el plano ecuatorial a una distancia a coth @
delejepolar; 0 <a <@, y @, <a <o describen la

parte exterior e interior del toro respectivamente. Es de
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notar que &, =0 es el gje polary @, = el corazon.

Las secciones transversales de las esferas para valores de
la coordenada [3 en los planos del meridiano son

circulos centrados en @, =0 y de radio a |CSC ,3|
ubicados a una distancia @ cot [ del origen de
coordenadas y con interseccion comin en &', =0 .

[ =0y [8 =177 son los puntos internos y externos del
plano ecuatorial con relaciona @, = . 0 < L<ITy

JT< [3 < 2JT son los puntos superiores e inferiores del

plano ecuatorial respectivamente.

Asi después de una sencilla manipulacion y al utilizar (1)
se obtiene el operador de Laplace en coordenadas
toroidales

(cosha’—cos,ﬁ’)3 0 semha i+
0a cosha —cos B da

0 semha 0 + | 9’
0 cosha —cos B 0B (cosha —cos ) senha ¢ |

a’senha

2. PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DEL
PROBLEMA
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Sea el problema de frontera homogéneo para la
ecuacion de Laplace en la region que posee forma de
semi-toro (fig. 1) en el caso de simetria axial.

En coordenadas toroidales (@,/3) la ecuacion de

Laplace Al = div(0u) =0 se puede escribir como

0 senha Ou N
o0a \ cosha —cosh S oa

0 senha Ou
— — [=0. )
aﬁ[cos ha —cosh 8 6,8]
Las condiciones de frontera del problema del movimiento
de ondas libres de un fluido ideal en el semi-toro, se
describe de la siguiente forma

[a_u - guj =0 ,

6,7 B=0,m

Oou

— =0, 3
onl,_ 3)

donde /] es la normal exterior a la frontera.

3. CONSTRUCCION DEL SISTEMA DE
FUCIONES Y VALORES PROPIOS

Veamos el método para la construccion del sistema de
funciones y valores propios a partir de (2) y (3).

Utilizando la sustitucion dada en [2]

u=\/2cosha’—2cos,8 v, 4)
la ecuacion (2) se puede escribir de la siguiente forma
’v  d*v  dv 1

~+—+—cotha+—v=0. 5)
op~ oda” ada 4

Utilizando separacion de variables v = A(Q)B([3), de
(4) se desprenden las siguientes dos ecuaciones

B"+Bn* =0, 0<B<2r

(6)
A"+A'cotha—A(n2 —%j =0, 0<a<2rm

2 o .
donde n”~ es la constante de la division de las variables.
Ya que la solucion en términos de la coordenada 3 es

27T periddica, escogemos 7 =0,1,2,...

Teniendo en cuenta que la solucion de la
segunda ecuacion de (6) son funciones esféricas de
Legendre de primero y segundo orden ® | (cosha) y

a-l
2
O ,(cosha@), la solucién para @ — o de (1) la
"
representamos en la forma

u 2\/2cosha—2cosﬁZ(Mn cosnf+
n=0
anenn,B)Q , (cosha) 7

n——

2
Al reemplazar la solucion (7) en las condiciones de

frontera (3) se obtienen los coeficientes M, y N, . Las

condiciones (3) las transformamos de tal forma que los
coeficientes de Lamé [1] en coordenadas toroidales sean
iguales a:

H=H,=——
i £ cosha —cos B

por esto en el plano =0, 77,

c

Ouj  _ | 1 Ou
0nl,,  (H,08)
Ouf - _| 1 Oou
0nl,. \Hz08)

Analizando las condiciones en la frontera (3) en el plano
£=0, se llega a la ecuacion

—(szifwﬂg (cosha) =
ﬂ_E

c

n=l1

JZ(;M”QH_l (cosha).
n= 2

Para simplicar esta Ultima expresion realizamos los
siguientes cambios de variables X =cos@ y s =A,
obteniendo
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(x—l)inNnQ L0+

A2 M0 (x)=0. ®)
2

n=1
Utilizando las relaciones de recurrencia de la funcion de
Legendre, se tiene

(v+1) 0, (0) +70,,(x) = (2v+1)x0, (x)..

Reorganizando la condicion de frontera (8) se obtiene

AM,Q | (%) +i(AMn =nN,)Q (x)+

2 n=l 2
1 iN (k—le (x)+iN i+Lo ()
2= ¢ 2 k‘% = i 2 “% '
Para unificar la suma en los indices # —— a la funcidn

O | (x) efectuamos el cambio en el orden de la suma
n——-
2

en los dos tultimos sumandos, primero introduciendo
k—1=n ysegundo i +1=n, al separar los miembros
para n =0, asi

(AM(; _%NJQ_;(X)"'%;(n _%]N;HQI’_;(X) +

=]

Z()'Mn —nN, "‘%(""‘%)NMJQ 1 (0)=0.

n=1
Igualando a cero los coeficientes para las funciones

linealmente independientes () | (x), se obtiene el
-l
2

siguiente sistema de ecuaciones lineales

1
AMy =N, =0,

)IMI—NI+%N2 =0,
AM, +1 n—l Nn_l—nNn+l n+l N,. =0,
2 2 2 2

n=2.3,5,....

Procediendo de manera analoga, las condiciones (2) para

[ =77, llegamos al sistema (9) con respecto a M a Y
N,.
Si tenemos en cuenta la condicién de frontera para

a =@, . Diferenciando la solucién (7) con respecto a &

al sustituir en (3), se obtiene

i(%oosn&MS@mﬁ)[QJ(X)ﬂ(xo w0 5]

Para representar esta ultima expresion en una serie de

Fourier, utilizamos las siguientes identidades elementales

cosnﬂcosﬂ=%(cos(n +1),B+cos(n—1),3),

sennfcos B =%(sen(n +1)ﬂ+sen(n —1) ,8),

asi

M, {Q_l(xa>+2on'_l}—ZMOQ'_I(mcosw

2

NgE

(x,) |~

1
1 2

=
1

(Mn cosnf3+ anennﬁ) {Q N (x)+2x,0'

NgE

=
)
—_

(Mn+1 Cos nﬂ+ Nn+lsennﬂ) Q'n+l ('xo) _MIQ'l (xo) -
2 2

M

=
!
5]

(Mn_1 cosnf+ Nn_lsennﬁ) 0' ;(x,)=0.
"2

Igualando a cero los coeficientes para diferentes
armonicos, obtenemos otro sistema de ecuaciones como
complemento al sistema (9)

1M, =0', (x,)M, =0,

2

20", (x,)M, + M, = 0", (x,)M, =0,

2 2

_Q 'n ('x() )Mn—l + /'InMn - Q 'n ('x() )Mn+1 = 0 4

3 L
2 2
:ulNl_Q'g(xo)Nz =0, (10)

2

_Q'k_é(xo)Nk—l +ﬂka _Q'k.;.l(xo)Nkﬂ = 0 s
2 2

donde n=2,3,4,..., donde
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U=0 (x)+2x,0" (x,),conn=0,12,....
n—E 71_5

4. CONCLUSION GENERAL

Partiendo del problema (2)-(3) se llegd al sistema (9),
(10) de ecuaciones lineales con respecto a M,y N, .
Con la condiciéon de semi-regularidad dada en [3] este
ultimo se puede resolver utilizando el método de
reduccion a un sistema finito. La existencia de soluciones

no-triviales para los coeficientes M, y N, nos da una
ecuacion de la forma A(/]) =0, de la cual se obtienen

los valores propios A para el problema (2)-(3).
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