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UNA NOTA SOBRE EL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE BANACH EN LA SOLUCION DE
SISTEMASDE ECUACIONESLINEALESALGEBRAICAS

A note about the Banach’sfixed point theorem in the system solution of lineal algebraic equations
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En e presente articulo se muestra una nota sobre €l teorema de punto fijo de  Magister en Ensefianza de la
Banach en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales algebraicas y las  Matemética.
condiciones que debe cumplir un operador asociado a dichos sistemas paraque  Estudiante de  Doctorado  en

sea una contraccién en B™ y por tanto tenga solucién Unica.

PALABRAS CLAVES: Operador, contraccién, método iterativo.

ABSTRACT

Ingenieria Matematica-Chile
Profesor Asistente - Departamento
de Mateméticas.

Universidad Tecnol égica de Pereira
ppablo@utp.edu.co

ALEXANDER GUTIERREZ G.

In the present article a note appears on the Banach's fixed point theorem in the

system solution of linear algebraic equations and the conditions that there must

Matemético.

fulfill an operator associated with the above mentioned systems in order that itis ~ Magister en Mateméticas.

acontraction in B" and therefore it has the unique solution.

KEYWORDS: Operator, contraction, iterative method.

1. INTRODUCCION

Una de las aplicaciones importantes del teorema de
punto fijo de Banach es la de resolver sistemas de
ecuaciones  linedles  agebraicas  proporcionando
condiciones suficientes para la convergenciay también el
error.

Se mostrara en este trabgjo, las condiciones que debe
tener el operador

Tx=Ex+vy

para que sea una contraccion en B™ y asi demostrar que

s este operador es una contraccion, entonces el sistema
de ecuaciones lineales algebraicas y = Ax tiene solucion

Unica.
Ademés se ilustran tres métodos iterativos que hacen la

comparacion con los métodos comunes de resolucion de
dichos sistemas.

2. TEOREMA DE PUNTO FIJO DE BANACH
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Definicion 2.1. Sea (E.d) un espacio métrico y A un

subconjunto de E. T= 4 — A esunacontraccion s
doeR0<a=<1:dT«Ty) < ad(x,y)

Teorema 2.1 (Banach). Sea (E,d) un espacio métrico
completo, A un subconjunto cerrado de Ey T: 4 — 4

una contraccién, entonces T tiene un Unico punto fijo, o
seg, existeun y € A tal que Ty = v.

3. CONDICIONES PARA QUE EL OPERADOR T
SEA UNA CONTRACCION

Sea el espacio euclideo B" y sea e sistema de ecuaciones

lineales algebraicas y = Ax 0 su equivalente
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donde A = [a;] es una matriz cuadrada de orden n,

x=[x;]y y=1[y] son vectores columna de orden

nxl

Puede verse que resolver e sistema y = Ax, es

equivalente a resolver o encontrar los puntos fijo del
operador T definido en B™ el cual esté dado por

Tx=(—-Alx+y (31

donde (I — 4) = E, la cual es una matriz cuadrada de

orden n. Aca, | es la matriz idéntica de orden n y
B = [le]

Ahora bien, las condiciones para que €l operador (3.1)
Sea una contraccion en B, depende de la eleccién de la

métrica definida en B", es decir, s se toma por ejemplo

la métrica del méximo, la métrica de la suma o la métrica
euclidiana se tiene que €l teorema (2.1) existe uno y solo
un elemento en x € B™ punto fijo del operador (3.1)

donde
!
x[==:E:erg-+_ﬁ
i=t

Las condiciones para que T sea un operador son:

Sean
u = (ty g v = (o e op = (py. g
g = (g1,...qn) €R"

y supéngase que p = T'u entonces

d_(Tw.Tv) = ml_ax|;'.’rl- - q[|

mn
= Y3 [
i=t

= ¥.d.(ur)

eslacondicion con la métrica del maximo.

n
d, (Tu, Tv) =Z|p[ —gl =
i=1

n n
(mlﬂz Ifli_i' |) (Z |u_i' - 1:'_i-|) = yyd, (u. )
j=1 j=1

eslacondicién con la métrica de la suma.

(d;(Tu, Tw))’
n n n

=Y m—a?< | Y ) b} @@
i=1 i=1 j=1

eslacondicién con la métrica euclidea.

4. METODOSITERATIVOS

Teorema4.1. El sistema

x=Hx+g (4.2
donde H es una matriz »n = n tiene solucion x siempre

que p(H) = 1. Esta solucion puede obtenerse por medio

de lasucesion recursiva

A" =Ax" 4 b

Este resultado se usa para resolver sistemas de
ecuaciones lineales

Ax =5h (4.2)

por métodos iterativos.

Si se escribe A =E + ¢, donde B es no singular, a

reemplazar en (4.2) y despgjar x setiene

BEx=—-Cx+h

asi s llega a la ecuacion (41) con
H=-B"C, g=E"'» . La sucesion de

aproximaciones x™ calculada con este método, la

solucion # y loserrores 5™ = x™ — i satisfacen

Bx™*l= —Cx™+ b
Ei=—Ci+bh
BE™ = —C5™ 4 b

La tercera ecuacion se obtiene de restar la segunda con la
primera. En el caso en que B esno singular,
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§™*t=H§™, H=-B"'C

Asi que
5?7’. = Hi‘naﬂ

Como se quiere que x™ converjaa # cero sin importar
cud sea e eror inicid &% pues se tiene que

6™ = H™§", asi se necesita que p(H) =1 como lo

muestra € teorema. Es decir, mientras mas pequefio sea
p(H) mas répido converge la sucesion.

Ahora se presentan tres métodos iterativos. Jacobi,
Gauss-Seidel y SRS (Sobre Relgjaciones Sucesivas).

M étodo de Jacobi

El método iterativo de Jacobi sustituye la aproximacion
anterior de x en la i-esma ecuacion para todas las
variables excepto para lai-esima y calcula esa variable
como sigue:

BX = —GpX — = Gy g X — G X — v — Gy X+ by

M étodo de Gauss-Seidel

Sustituyendo la nueva aproximacién X en la i-esima
ecuacion para aguellos variables x que se han
actualizado, sustituye la aproximacion anterior X con
todas las demés variables excepto en lai-essma y despegja
esa variable como x

BX = —GpX — = Gy g X — G X — v — Gy X+ by

M étodo de sobrer elajaciones sucesivas (SRS)

En este método se calculax asi: primero calculamos una
aproximacion temporal x = alainvariable con el método

de Gauss-Seidel y después encontramos
r=x +w(xs—x)

paa un parametro de sobre relgacion fijo

generalmente mayor que 1, cuyo uso tiene le proposito de
mover mas rapidamente la aproximacion hacia la
solucion. esto es:

QX *= =G X — = Qg X — G X — = G X T by

[0}
r=x +w(xs—x)

5. CONCLUSIONES

En la préctica, los métodos iterativos tienen ventgjas
sobre los métodos directos (método de Gauss) cuando la
matriz A es poco densa, es decir, sblo contiene un
pequefio porcentgje de elementos diferentes de cero; los
métodos iterativos explotan la poca densidad de la matriz
y mantiene un bgo amacenamiento, entre otros
requisitos computacional es.

Utilizando el teorema (2.1) se mostré que €l operador T
definido para el y = Ax tenia un punto fijo (dependiendo

delamétricaelegida), el cua garantiza solucion Unica.
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