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PROPIEDADESDE LA MATRIZ P" EN UNA CADENA DE MARKOV

Properties of the matrix P" in a Markov chain

RESUMEN

En este articulo presentamos algunos resultados de la la matriz ™ donde £ es
la matriz de una cadena de Markov y daremos la forma explicita de las

componentes de P* paraunamatriz 2 X 2y paraunamatriz triangular inferior

3= 3.

PALABRAS CLAVES: Cadenade Markov, Martingalay Valores propios.

ABSTRACT

In this paper presents somes results of the matrix ™ where F™ is the matrix of
a Markov chains and we will give the form specifies of the components the F ™

for amatrix 2 % 2 and for alow triangular matrix 3 * 3.

KEYWORDS: Chains Markov, Martingales and Eigenvalues

1. INTRODUCCION

La teoria de los procesos estocastico resulta ser una
herramienta importante para resolver problemas en otras
ramas del conocimiento como la ingenieria genética, la
estadistica, la economia y en la misma matematicas.
Dentro de los procesos estocasticos ocupa un lugar
importante, las llamadas cadenas de Markov, las cuales
Ilevan este nombre en honor a matematico ruso Andrei
Andreevich Markov (1856-1922) quien las definié en
(1906).

En este articulo presentamos la demostracion de un
resultado sobre los valores propios de una matriz

estocéstica de una cadena de Markov y la forma como se
expresa F™ en términos de los valores propiosde £ y en
ocasiones en términos de los coeficientes de lamatriz £ .

En e caso de una matriz 2*2 y de una matriz
triangular inferior 3% 3 | expresamos de forma explicita

los coeficientes de la matriz F™ .
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Para la elaboracion de este articulo seguiremos
especialmente cinco referencias: Burden [1]1, Elaydi

[2]. Mufioz [31, Shiryaev [4], Williams[5].

2. CADENASDE MARKOV CON
PARAMETRO DISCRETO

Definicion 1Un proceso estocastico es una familia de
variables aleatorias [(X1: /e, definidas todas sobre un
espacio de probabilidad ( 2 , F.# ) y con valores en un

T T

mismo espacio medible (5, % ). T esd conjunto de
indices del proceso, 5 se llama espacio de estados y sus

elementos se llaman estados. Usualmente & y T son
subconjuntosde B

Definicién 2 Una sucesion de variables aleatorias

X1, lnem definidas en un conjunto de estados discreto

5 = KN sellama cadenade Markov con parametro de

tiempo discreto si satisface la siguiente condicion:
P(X,a=11X,=1,X, 1 =1,1,0, Xy =lp) =
P(X,,=11X,=i,)

paratodo "N y paratodo ia:i1. -0 fE5 Siemprey

cuando las probabilidades condicionales estén definidas.
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Si laprobabilidad condicional del estado ¢ en la etapa

" aestado/ enlaetapa™+ 1 | nodepende delaetapa
origen de latransicidn, entonces las probabilidades de
transicion son estacionarias y la cadena de Markov se
denomina homogénea.

Definicion 3 Se define la matriz de transicion de la

cadena de Markov como la matriz de probabilidades de

sz P={P . if Y
transicién en una etapa © — { () } L] €3 donde

Ty TS (""‘“ - J"'rf"-".v. - ) Lamatriz de transicion de
una cadenade Markov [(X] - )% esestocasticas

£

- L]
P

Fijz0 yi&  =1lparatodoi €5 .

Un resultado que demostramos a continuacion en este

articulo y que se propone en Shiryaev [4] esel
siguiente:

Proposicion 4 Sea © = (2.:) ISi/27 yna
matriz estocasticay 4 un valor propio delamatriz ¥ .
Muestre que 4a = 1 esun valor propio y que todos los
otros valores propios tienen modulo no mayor auno 1.
Si todos los val ores propios son distintos, entonces

o Ak

i admite larepresentacion

Lk _ -

i j ot ag 0ir

o

donde ;- a;,;(2) a5 () pueden ser expresados
en términos de |os elementos de £

1
=(3)
Demostracion Sea 1/. Veamosque Fv = iv |
En efecto
Pyy o Py (1) Ppp+ o+ Py,

Fyq = Py 1 Fpl T T 5 f =

Por lo tanto que e = 1 esun valor propiode F .
Sea+ unvalor propiode y v = 0 | definamos
Iv:l = max{lvsl ... 1.1} como 4 esun valor propio,
Pv = Av y lacomponente ¢ — ésima de Fr=A4v es

F:'-'L-‘-' = .'E.L-‘:'
g Y] 1]

i=1 , por lo tanto

D Byu| = 1Puvs + 4 Bl = Bl

=
De aqui que
vl £ Poglvgl + -+ Pl luego

. N I Y

il = Fy Fir

oed +. .+ 7 el
_"-. = 1

Ahora, como lv: 1 = max{lvyl ... el ), v para

l=j<r j#i porlotanto Il = Fiy+  +F =1
Como 4 esun valor propio arbitrario, entonces e
resultado se tiene para cualquier #-

Supongamos ahora que los valores propios 41 - =4+ son
distintos, por consiguiente lamatriz £ es diagonalizable,
por lo cual existe unamatriz invertible & tal que

APA™ =D donde D esunamatriz diagonal cuya
diagonal son los valores propios de £ . Por lo tanto
P=AT'DA |uego P" = A7TID"A

a=(: ) at=@E - B
Sean Ar donde
A: ¥ 5} representan lasfilasy las columnasde 4 y 47
respectivamente

1 - 0y 4y
=(By Br}(i ) :

0 "1:' "I‘:’
= 1B, 4y + 4 4, B4, =l Ay + 4 1,B.A,

s |

11

= .'11.-']1 + oo irngrr‘jr, |uego

11

13

1 Qg """ Ogr
(5)(9._1 ﬂ'-_:}:( S S )
donde /141 =M1 Qa3 = QS

Una observacion es que lamatriz £ es una matriz que
converge a una matriz estocastica constante, es decir,
lim P" =1,4,

Ejemplo1. Si F esunamatriz2* 2 caculemoslos
coeficientes de 7" -

- (‘* J) . .
SeafF = \r dldondezt+i=1yct+d=1y

0= abecd=l

o s |ﬂ—5‘ b | e )
|7 —all=l . d—il=la—ild —i)—cd =0
Resolviendo esta ecuacion, usando las hipétesis
e+b=1yc+d=1y0=pbed=1,
||egamosaque.i=1 y.i=ﬂ+ﬁ!-—1£1_



Scientia et Technica Afio XIV, No 39, Septiembre de 2008. Universidad Tecnol6gica de Pereira.

Observemos que el segundo valor propiode P esta
expresado en términosde & y @ |

Para calcular el vector propio correspondiente a valor
propio # =1 resolvemos el sistema matricial

(7 2D0)=0)
y usamos el hechodequec =1—d yb=1-a

1
para obtener € vector propio (1)
Para calcular € vector propio correspondiente al valor
propio valor propiode 4 = a+d — 1 | resolvemos el
sistema matricial

(25 1296 =0).

~b

P
El vector propio es ( 1 ) Por lotanto ©  se puede ver

Ccomo

(1 T)6 ()

£ b

1 1 -1 11+ -
donde la primera matriz esta formada por |os vectores
propio encontrados, la segunda matriz es la matriz
diagonal, cuya diagonal son los valores propiosde £y
laterceramatriz eslainversade la primeramatriz, es
decir,
P=NADA .
Esto implica que
P™ = AD"ATL,
esto es,

0 w3
) { 0 (a+d—1)" 11 'L+I§

Resolviendo este producto de matrices |legamos a que

L

e+d—1Y'b4+c b—0bla+d—1)"

c+ b c+ b
c—clo+d—1)" s+clot+d-—1)
PT_ c+ b c+ b y su

convergencia viene dada por la matriz
c b

con_|c+b o+ b
AE&‘ - € b

c+b c+b

Ejemplo 2. Si ¥ esunamatriz estocasticatriangular
inferior 3% 3 calculemos los coeficientes de F™ -

461

gy O 0
F=lazy a:x 0| a3 =1
Sea Gz Gzg COzg

oz toze =1 y

2za + 222 + 222 =1  Esclaro que los valores propios
delamatrizF sond =g., =1,
A=n;z=1l-0nyy d=n;z=1-0; —o

22.

1
)
Parat = 211 =1 obtenemos el vector propio \ 1
resolviendo el sistema matricial

0

Ggg — Cgg
Gzg
1 resolviendo € sistema

Geqg —Gzg O 0 X 0
Bag 0 0 (j-‘)=(ﬂ).
031 Gzz Gf3g — fzz/ T 0

Finalmente para+ = &2z obtenemos el vector propio

0
1/ resolviendo el sistema

1 0 0
Gpg — Cfgg
A=11 — 0
Gzg
Al 1 1
y suinversaes
o= T A
1 - az 22 az a3
-1 Ggzg — fgzg Ggzg = COzg
N = [ . -
0 e _ pi
Ggzg — Ozg Ggzg — COgzg
0 0 1

Ahora, como ¥ esunamatriz diagonalizable, entonces
P= ADAT!

donde D esunamatriz diagonal cuyo elementos son los
valores propiosde P |, es decir,
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Por con siguiente

P™ = AD"AT!
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El gl Xhga :'_.-':}:k =x;) 3{;@:;;,_}

[N e

Calculemos

. @ (xpa)
| PR
Ages /D" ) = E (

ElA

donde
1 0 0 | |
— n @l o =x;
D=0 am l]n {An'l' ?}_Z_( gy = }/ f-.«:)
0 0 Q33 . =
Resolviendo este producto de matrices obtenemos E(Aues /D5 .-(E Vol xpe )/ X = 2 :"'1{;(;._1:;-.}/ P
Eldgpa sty /= E Fr, Ltk
1 0 e 0N =x)
Gagfag” fggliag _'__I'qgl-rr'\?'--l.-"/‘r'c_ri-l'—'( ey }}/n)
) 11— 22 22 = 0 : :
P = Gz Gz
1 G302z — Q33 (823 + a2z —a2z) aazfazg” f'"h?racom
a2z~ az2) Goz = ek (W20 2 b = ) =
fAqsang - T
La convergencia de esta matriz es una la matriz por ser cadena de Markov, Iuego
constante
(1 0 ﬂ) i
imP"=(1 0 © r(“"n‘“ ) Z {.;g(x}}(’ —”‘-)=
A= £ K+l
100 Iz,

Ejemplo 3 Sea [{¥1x 1 =xen unacadenade Markov

homogénea con espacio deestado = vy F= {:ﬁ,} una
matriz de transicién. Sea
= ;) = Z':DG}FJ..'._‘,'

r(p) = £(*94Y,

donde @ satisface T{# ()} = {2} paratodo x € 5

1 A
Muestre que {“{5\'33 Dy} <l-2» €S Unamartingala, donde
Y = oll) y D% = A, . X, ) esdl dgebra
generada por la sucesion de vari abl es deatoria

Al laggen,

Solucion. Recordemos el concepto de martingala, como

aparece en Williams [5], {r D” }-__ i=n €S UNA

martingala stk es

. q i PR
integrable, 4x es Ty — medible y
el e -

'—'(“‘.‘:+;ka }=fi;;'

Como la cadena de Markok es homogénea

T(et) = E(w‘rﬂ/}fn =x)= E(wjk%’;—ﬂ = x).

Ahora, como T{#(:}} = #() por tanto

J

dpm = X)) = T{p(r)) = Z T{ﬁﬁ'(f;}}f{x

i=1

'-..'=""".}

x5

cambiando & por i setiene que

E(hea D7) = ‘T{v._ﬁ} T(p(r)) = 2

1. CONCLUSIONES

Presentamos una forma diferente la demostracion de la
Proposicion 4 sobre como son los valores propios de una
matriz estocastica ¥ . Como se expresa la matriz
estocéstica P en términos de los valores propios de F |
y la convergencia de ¥ . Hacemos la demostracion de
un resultado que relaciona procesos de Markov y
martingalas. Finamente calculamos explicitamente los

coeficientes de la matriz de 7" y su limite para los
casosenque £ esunamatriz 2% 2 y cuando £ esuna

matriz triangular inferior 3 = 3
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