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El CONCEPTO DE LA ESPERANZA CONDICIONAL EN LASMARTINGALAS

The concept of the conditional expectation in the martingales

RESUMEN

EDGAR ALIRIO VALENCIA
ANGULO

En este articulo se presentan algunos resultados de la esperanza condicional de  Profesor Auxiliar, Magister en

variables aeatorias con respecto a descomposiciones finitas y con respecto a o-
algebra, asi como algunos gjemplos de martingal as discretas.
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In this paper presents somes results of the conditional expectation of Radom  profesor Auxiliar, Magister en

Variables with concerning to finte descompositions and with concerning to, -

algebra, aswell somes examples of discree mantingales.
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1. INTRODUCCION

La teoria de las martingalas es una de las ramas mas
importantes de la probabilidad, creada por el francés P.
Levy (1886-1971), aunque fue el norteamericano J.L.
Doob (1910-2004) quien establecid las bases mateméticas
de su desarrallo y aplicacion en areas como andlisis, teoria
de la medida y especialmente procesos estocésticos, ver
Karatzas [2]. En particular los procesos estocasticos mas
utilizados son € proceso Wiener (0 movimiento
Browniano) y el proceso de Markov.

En este articulo presentamos algunas ideas basicas, de la
esperanza condicional con algunos ejemplos y propiedades
generales. También resaltaremos la importancia que tiene
este concepto en la definicion de las martingalas. Para la
elaboracion de este articulo seguiremos especialmente
cuatro referencias modernas; P. Ibarrola [1], Karatzas [2],
Petersen [3], Shiryaev [4], Williams [5]. Este articulo es una
pequefia parte de latesis de maestriadel primer autor

2. ESPERANZA CONDICIONAL

Sea (2, F, P)un espacio de probabilidad asociado a un
experimentoy B € F un conjunto fijo. La probabilidad
condicional de A € F dado B se define por
(AN B)
P(A/B) = ————=.
(A/B) = 55

Esta probabilidad dependede Py (2, F, P(./B))es

un nuevo espacio de probabilidad. Si X es unavariable
aeatoriaintegrable en (€2, F, P), podemos definir la
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esperanza condicional de X dado B como la esperanza
condicional conrespectoa P(./B):

E(X/B) = [ XdP(./B).

Proposicion 1 Si esunavariable aleatoriaintegrable en
(2, F, ), entonces

. . 1 .
E(X/B) .[z XdP(./B) PB) o XdP.
Demostracién. Es suficiente demostrar la proposicion
para I, dado que si X (w) esunavariable aleatoria
integrable, entonces existe una sucesion de variables
aleatorias (X, ) ey SSIMples tal que X, (w) esta acotada
por X (w) y lim,, ., X, (w) = X(w), paratodo w € €.

/Xfm(./ﬂ) = /IDJP(./B)+/ IpdP(./B)
JO J B J BC

= P(DNB/B)+ P(Dn B/B°)
P(DNA) 1

= T pB _P(m./g'r”mp

o
- X XdP.
P(B)/B B

Ejemplol Sea(2. F. P) = ([0.1]. B([0.1]), A)
un espacio de probabilidad y Y (w) = w?. Calcular
E (v/[0. 1))
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1 1 ' Y 1
ElY/[0,=]) = 7] widw = —.
( /! 9]) P([0, 1)) [0,4] 243

Este calculo se obtiene dado que P = A eslamedidade
Lebesguey por lo tantoP ([0, 4]) = & y laintegral se
resuelve como unaintegral de Riemann.

2.1 ESPERANZA CONDICIONAL CON
RESPECTO A DESCOMPOSICIONESFINITAS

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad finito y
D= {D,,D,,...,D,,} una descomposicion medible, es
decir, D; # 0,8 i # j. D; N D; # 0 UL, D; = Q
parai.j =1.....m

Definicion 2 La probabilidad condicional de un conjunto
F dada la particién D es la variable aeatoria definida
por Z(w) = P(F/D)(w)=3_", P(F/D;)(w)Ip,(w).

Ejemplo 2 Sea (2. F. P) = ([0.1]. B([0.1]), A) un
espacio de probabilidad y D una particion de [0, 1]
definida por D= {[ 'u] f; %] % %](%1]}

Cacular P([0. §], /D)(w). Sea

DIZ[{] ,l]DZ—(q (}] D3 ((-} L]]DIZ(%'I]}'
Por definicidn de probabilidad condicional tenemos

o)) _
D

1 ~ P([0,3]n[0,3])  P([o,
P(0.31./D1) = P(o.1))  ~ P(o.;

Haciendo un calculo parecido llegamos a

=10 =1

P([0,3]/D2) = 1, P([0,3],/D3) = 15,

P([0,3]/D4) = 0 y por lo tanto

P([0, 3], /D) (w)=Ijo1)(w) + I(1,2)(w) + 151z 57(w).

53]

Proposicion 3 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad
finito y P una descomposicion medidle de ©2

1. S F y G son conjuntos digjuntos, entonces
P(FUG/D)=P(F/D)+P(G/D).
2. Si D= entonces, P(F/D)=P(F).
3. E(P(F/D))=P(F).
Lademostracion se pueden ver en Shiryaev [4].
Definicion 4 Sea (£2. F, P) un espacio de probabilidad
finito y Y =Y (w) una variable aleatoria que toma

valores redes yi,yz, . ym, V(W) =21, yilp, (@)
conD; ={we:Y ( = y; }. Ladescomposicion

Dy= {Dy, Do, ..., D,,} esllamada descomposicion
inducidapor Yy P(F/Dy) = P(F/Y)esllamada la
probabilidad condicional de F' con respectoal’,
decimos que Y es Dy~medible.

Definicion 5 Sean (£, F, P) un espacio de probabilidad
finito, X = X (w) unavariablealeatoriaque tomavalores
enF = { xy, 29, ...}, X(w) = ", 2:1p,(w)donde
F,={wef: \(w =ua;}y D {Dy,Ds,....,D.,,}
una descomposicién de €2, definimos la esperanza
condicional de X con respecto a P como:

E(F/D)=y_i_, B(Fi/D)=3_"",

Ejemplo3 Sea, (2. 7. P) = ((0,1), B((0,1)), A)
X =wyY(w)=2lq 1 w) + 31[. o CaquIeb X/Y).

EX/Y =2) = m/{},:z}mhﬁ

P00 Juy =
wdw = —.
1”(({«;%,)) J(0.4) 6

E(X/Dj)Ip,.

BE(X/Y

wdw

I
ot
Z
|

PH{Y =5}) Jyy=s)

= ST 11 / wdw =
P(([5. 1)) Jiz.ny

Por lo tanto F(X/Y)

Wl

J.!(n] { ]+ j[ll

Observacion 6 En un espacio de probabilidad finito a
cada descomposicion D de 1, le corresponde una
adgebra llamada e é&gebra generada por la
descomposicion D denotada por  A=a(A).
Reciprocamente si .A es una dgebra de 2 existe una
Unica descomposicion P ta que . A=a(A). Esta
relacion nos servird para dar la definicion de esperanza
condicional de una variable aleatoria con respecto a una
o-agebra.

2.2 ESPERANZA CONDICIONAL CON
RESPECTO ~-ALGEBRA

Dados un espacio de probabilidad (£2. F, P), una sub-o-
algebra G de F y una variable aeatoria integrableX,
existe una variable aeatoria Y = F(X/G), llamada
esperanza condicional de X dado G. Esta variable
aleatoria cumple las siguientes propiedades dadas en el
siguiente teorema.

Teorema7 Sea(£2, F, P)un espacio de probabilidad,
G CF una c-dgebra y X una variable aleatoria
integrable. Entonces existe una Unica variable aleatoria
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que es G-medible eintegrable Y tal que paratodo G € G
setieneque [, YdP = [, XdP.
La demostracion se puede ver en Williams[5].

Observacion 8 Paracalcular la esperanza condicional de
una variable aleatoria X integrable, con respecto a una
a-algebra, utilizamos los siguientes resultados:

1. Sea X una variable aeatoria definida en un
espacio de probabilidad (€2, F, P). Una
variable aleatoria e Y es o(X)-medible s y
solo s, existe una funcion boreliana f tal que

= J(X).

2. Sea (2, F) un espacio medible,
D= {Dy,Ds,...D,} una descomposicion
medible de 2, G=a(D) la o-agebra generada
por la descomposicion P. Si una variable
deatoria X es G-medible, entonces X se
representade laforma X = Z;’:] x;ilp,

Ejemplo 4 Sea (92, F, P) = ([0.1], B([0,1]), un
espacio de probab|I|dad Calcular E( \/g) para
Y (w)=2Ip 1) () + (@) j3 (@) ¥ X (w)=22
Usamos la propiedad 2 de la Observacién 8. Puesto que
E(X/a(Y)) es o(Y)medible, existe una funcion
boreliana f tal que E(X/a(Y)) = f(Y), estoes

H{-\_/U{.)-J){;U) = rr( (w) )) = Jr( (} l](W)
+ flw)p gw).
Como paratodo &G € G setiene

f(’. \/(T

tomando G = Y ~!(2) = [0, ), obtenemos

1 .
= / 2w?dw :/ XdP
" %} (0.3

NdP = f( XdP,

._.
lv
-

I
S—
I
&
—
3
et
=
—
o)

Luego f(2)
Calculemos f(w). Para cualquier boreliano B C [1.1]
tenemosque Y ~!(B) = B, por o tanto

/2;.3(3;{: = f.\'rr’f’z [ E(X/a(Y))dP
JB I 4B
= flw)dw.

B
De aqui que f(w) = 2w? paratodo w € [1.1], luego

E(X/o(Y))(w) = 61[0.5)(4»'1 + 2wy yy(w).

L v}

Ejemplo 5 (Teorema ergo dicé de Birkhoff) Sean
(€2, F, P) un espacio de probabilidad, T": 2 — €, una
funcion F-medible que preserva medida, es decir,
P(T-Y(F)) = P(F) paratodo F € F,y X unavariable
aleatoria integrable. Entonces e Teorema de Birkhoff
dice que existe una variable aeatoriaintegrable Y tal que
paratodo w € Q2 setiene:

1 Timg, e = 30 X(T(

2) E(lY(w)]) = E(|X(w)]) y Y(T(w)) = X(w)).

Ahora, si definimos o-dgebra F de todos los conjuntos
F que son T-invariantes, es decir, T-'(F)=F,
entonces la variable aeatoria Y es la esperanza
condicional, estoes, Y = E(X/F).
Para profundizar sobre el tema ver Petersen [3].
Teorema 9 (Propiedades de la esperanza condicional
con respecto a una o-algebra).
Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, G C F una
-8 gebra G, Xy Y variablesaleatoriaintegrables.
a B(B(X/G)=
b) S Xes g-medlble, entonces E(X/G)=

X) doble esperanza.

€) S X esindependientede H, E(X/H)=E(X).

d) Si H esunasub-o-adgebrade G, entonces
(E(X/G)/H)=E(X/H).

e E(aX +bY/G)=aE(X/G)+bE(Y/G).

Lademostracién se pueden ver en Williams[5].

3. MARTINGALAS

Presentamos en esta seccion la definicion, gemplos y
propiedades fundamentales del as martingaas,
submartingalas y supermartingalas en tiempo discreto.
Empezamos con la definicion de proceso estocastico.

Definicién 10 Un proceso estocastico es una familia de
variables aeatorias (X;);cy, definidas todas en un
mismo espacio de probabilidad (€2, F, P) y con vaores
en un mismo espacio medible. Usuamente T' son los
ndmeros naturales, o son los nlmeros reales positivos o
es un intervalo finito. Para cada w la funcion X, (w) se
[lamatrayectoria del proceso en casi en todas partes.

Ejemplo 6 El proceso estandar de wiener (0 movimiento
Bowniano) es un proceso estocastico (W, ),ce+ ta que

a) El proceso comienza en cero casi en todas
partes, esdecir, P(Wy =0) = 1.
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b) Los incrementos sobre los intervalos disjuntos
son independientes, es decir, las variables
deaorias son W, — W, ., .. W, —W, |
independientessi 0 < t; < ... < t,,.

c) S 0<s<td incremento W, — W, sobre €
intervalo (0,t] tiene distribucién norma con
mediaceroy varianzat — s.

d) Las trayectorias de (11;),c=+ SOn continGas en
casi en todas partes.

Ejemplo 7 Decimos que €l proceso (M;);e=+ €S un
proceso de Markov si para cada par de tiempos s. t tales
que0 < s < t, severificalaigualdad
P(X, € A/F,) = P(X, € A/X,).

Es decir, e comportamiento futuro (tiempo t) del
proceso, dada la historia del mismo hasta el tiempo s, no
depende del pasado remoto (tiempo antes de s) s no
Unicamente del pasado inmediato (tiempo s).

Definicion 11 Una filtracion en un espacio de medida
(€2, F) es una familia no decreciente de sub-o-algebras
{Fi}ier de F, esdecir, s s < t, entonces F, C F, C F
donde Fo = a(UisoFy).

S X = (X;)ier € un proceso estocastico, entonces
FX =oa(X,:s€][0,1]) es lafiltracion generada por el
proceso estocastico X sobre € espacio de probabilidad
(€2, F, P) ylallamamos filtracién natural.

Definicidn 12 Sea X' = (X;);z7 Un proceso estocastico,
definido sobre un espacio de probabilidad (2. F. P)y
{Fi}ier una filtracion en (£, F). Se dice que
X = (Xy)ier € una martingala con respecto a la
filtracion {F,}1er Y se denota como {X; F;}ier S S
cumple las siguientes condiciones:

M, X, es F;-medible para todo t € T, es decir,
X Y(B) € B(R).

M, X, esintegrable paratodot € T.
My E(X,/F,) = X,paratodo s < t,

es decir, [, X.dP = [.X;dP paa todo s<t y
F e F..

X = (Xy)ier se dice una supermartingala, s la
propiedad M5 es reemplazada por E(X;/Fs) < X,y
una submartingala, s la propiedad M3 es reemplazada
por E(X;/F,) > X, paratodo s < t.

Lema 13 Sea X = (X,);er UN proceso estocastico,
paamel cuad X, — X, _,son variables aleatorias
independientes, para cada conjunto de indices

0<tyg<..<t, <oo Entoncesparacadal <s <t ¢
incremento X, - X, €s independiente de
FX =a(X,:relo,s]).

s

Lademostracion se puede ver en Karatzas[2].

Ejemplo 8 El proceso estdndar de Wiener {W;, F;}icr
es una martingalas. En efecto, W; es F;-medible e
integrable por la definicion del proceso de Wiener.
Verifiquemos la propiedad M3 de martinga as
EW,/FY) = BW,-W,/FV)+ EW,/FY)

= E(W,-W)+W,=W,.

Hemos usado el hecho de que la variable TV, — W, es
independiente de "'y por el Lema 13 setiene

E(W, = W,/FWV) = E(W, - W,),

como W, es F.-medible, entonces E(W,/FIV) =W,y
E(W, —W,) = 0.

Observacion 14 Sea T € conjunto de los nUmeros
naturales, entonces {X,. F,}.en €S una martingala
discreta s X, es F,-medible N, es integrable y
E(X,41/F,) = X, paratodo n € N.

Ejemplo 9 Veamos uno de los gjemplos méas importantes
en la teoria de las martingalas discretas, puesto que esta
martingalas se utiliza para el desarrollo y las aplicaciones
de esta teoria.

Sea X' una variable aleatoria integrable definida en un

espacio de probabilidad (2, F, P), {F,. }ien

una filtraciéon de espacio medible (2, F) vy
E(X/F,) = M, cas entodas partes. Verifiqguemos que
{M,, F,}nen €sunamartingala. Por el Teorema7 M,
es F,-medible N, es integrable para todo n € N.
Verifiqguemos la propiedad M. Por el Teorema 9 d)
tenemos
)‘;‘;{‘U,,+|/.‘}'—”} = b-{b‘{‘\-/}_u+l)/-7__u)

E(X/F,) = M,.
Note que si {M,,. F, }nen €S una martingala finita sus
elementos son de la forma E(X/F,) = M,. En efecto,
por lapropiedad M5 tenemos

M, = }_‘,‘{.U”_{.]/}_”}
= E{E{j[n+2/f”+l)/f”)
= E(J[“_Hg/fn}:...:E(JI_\'/IH}-

Para una martingala arbitraria sus elementos no
necesariamente tienen la forma E(X/F,) = M,, paa
gue esto suceda se necesita que la martingaa sea
uniformemente integrable, es decir, una martingala cuyos
elementos sean uniformemente integrable.
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31 UNA APLICACION DE MARTINGALAS.
JUEGOS PROBABILISTICOS

Considere una sucesion de variables aeatorias,
independientes (X, ),.en, donde X, representa la
ganancia (positiva 0 negativa) en la n-ésima repeticion
del juego. Definimos las variables aleatorias Sy = 0,
S,=>,_, Xk, para todo neN. S, representa la
ganancia acumulada en la n-ésima repeticion del juego.
Vamos a demostrar que si (| Xy < o0) v E(Xy) =0
para todo n € N y FX = ¢(X;,....X,,), entonces el
juego es justo, es decir, {S,., F,}.cn €S unamartingala
En efecto, S,, es F,,-medible e integrable puesto que S,,
es suma de funciones JF,,-medibles e integrables.
Verifiquemos la propiedad M

E(Sn-}—]/]—-n\) F(S” + -\'n—f—l/-‘]:;;\')

= E(S2/FX)+ E(Xp1/FX).

Por la independencia de las variables aleatorias
E(X,1/FX)=FE(X,4) como S, es FX-medible,
entonces E(S,, /FX) =S,y como E(X, ) =0 porlo
tanto se concluye que E(S,4+1/FX) = S,.

4. CONCLUSIONES

El concepto de esperanza condicional esta estrechamente
relacionado alos conceptos basicos de probabilidad.
Calcular la esperanza condicional de una variable
aleatoria integrable con respecto a una o-algebra, es
equivalente a calcularla con respecto a la descomposicion
gue lageneray esta es equivalente a calcular la esperanza
de variable aleatoria con respecto a la variable aleatoria
que genera la descomposicion. Generamente calcular
esta esperanza puede ser un poco complicado,
afortunadamente en muchas situaciones las variables
aleatorias  estdn  definidas en e espacio
(Q, F, P)=(0,1], B([0,1]), A) y la descomposicion
es generada por una combinacion lineal de variables
aleatorias elementales.

Lapropiedad sobre esperanza condicional con respecto a
una o-agebra es la que requiere de mayor calculo para
verificar y concluir que un proceso estocéstico con
respecto a una filtracion es una martingala.
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