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SOLUCION DEL SISTEMA DE LAME UTILIZANDO EXPANSION HOLOMORFA

L amé system solution by holomor phic expansion

RESUMEN

En este articulo se presenta una aplicacion del método de expansiones
holomorfas desarrollado en [6] para sistemas de ecuaciones diferencial parcial
lineal de orden dos en varias variables ala solucion del problema elastico en tres
dimensiones conocido como solucidn del sistemade Lamé.

PALABRAS CLAVES: Andogo compleo, expansion holomorfa,, operador de
Cauchy.

ABSTRACT

In this article appears an application of the method of Holomorphic xpansions
developed in[ 6] for systems of equations linear partial differential of order
two in several variables to the solution of the elastic problem in three
dimensions known like of the solution of the system of Lamé.
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1. Introduccién

El andlisis complejo ha permitido el estudio de problemas
de la fisicaamatemdtica, en particular, problemas que
conducen a EDPs de tipo eliptico que tienen especial
aplicacion en lateoria de elasticidad.
S en la ecuacion de Laplace Af =0 en dos
dimensiones utilizamos coordenadas complejas, ésta
puede ser transformada ala forma:
o*f
020z

(11

Lasolucion general de (1.1) esdelaforma

f =F(2)+F,(2),
donde F(z) y F,(Z) son funciones holomorfas

arbitrarias de las variables Zy Z respectivamente. Esto
significa que cualquier funcion armoénica se puede
representar mediante la suma de dos funciones complejas
de z y Z. Aprovechando este hecho G. V. Kolosoff y
N. I. Mushelishvili desarrollaron los llamados “métodos
de Kolosoff” [1], que tienen aplicacién en la teoria de
elasticidad. Siguiendo la misma idea de Kolosoff se halla
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la solucion general del problema plano de elasticidad
lineal mediante la solucion del sistema de Lamé, de tal
forma que permite en forma que permite la integracion
por cuadraturas. En este trabgjo se hala la solucion
general del problema tridimensiona de elasticidad,
también conocido como el problema de Lamé, mediante

la serie W= Z Z"W, (2) conocida como expansion
=0

holomorfa que fué aplicada en [2] para resolver EDPs.

Aplicamos una extension de este método a la solucién del

sistema de Lamé el cual es un sistema de ecuaciones en

derivadas parciales de la siguiente forma:

o)Ly, =0, =123 12
OX;
con
3, 0u;
=) 6x
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A, i, son constantes de Lamé (X, X,,%;) € D c R3.

Donde D es un conjunto simplemente conexo que
incluye el origen.
En este articulo se usan siguientes notaciones:

X=X, %, %, ) € R™.

H (Q) : es el conjunto de funciones holomorfasen Q2 .
z=(2,2,...,2,) €C".

n=(n,n,...,n,); n; e NuU{0}.

n'=1[n!

i=1
2 =222 "
In| m=0n,=0 n,=0

Consideremos las siguientes variables complejas

Z =X +i%, 2 =X +iy,, (L3)
en un dominio G dd espacio complgo [ 2,
simplemente conexo que incluye a D como la
proyeccion X, =0. El sistema (1.2) es equivaente al
siguiente sistema en el dominio G.

(/1+y)§70+/m,. =0, j=123

: (L4)

au,.
—=0.

1

2. Construccion del analogo complejo
El andogo complejo del sistema (1.4) se construye
intercambiando la derivacion parcial por los operadores

de Cauchy d,, d,y e operador d, los cuales estén

dados por
g, L g_gij,
2\ % X
d, :1 g+£|], (2.1)
2\ % X%
g =1 3}
2 2 X3

Tal andogo complejo del sistema (1.4) viene dado por €l
siguiente conjunto de ecuaciones

L (W, Uy, Up) = [(A+ ) df +2(2+3u)d, d,
+(A+p)d? +4pd Ju +i(2+ p)(d] - d2)u,
#2(4+ p)d, (d, —d, )u,] =0, 22)

L, (U, Uy, Us) = [(A + )i (d; —d2)]u, +[2(4 +3u)
d,d, —(A+u)d2, -[(2+p)d? +4ud]u,

4%

+[2i(A+w)d, (d, —d,)]u; =O. 23)

Lo (U Uy, 0s) =[2(2+ )] d, (0, + 0, )],
H2i(A+ ) d,, (0, ~d,)lu, +[4(2+20)
dZ +44(d, d, )]u, =O. (2.4)

L4(u1' U2,u3) = (d22 - dzz)ul
= LS(ul’ U, us) = (dz2 - dfz)uz
= Ls(u,U,,U5) = (d,, —d, )u, =0. (2.5)

3. Solucion del analogo complejo
Se definen las siguientes funciones de variable complegja

W, =u, =V,
W, = U, +V,, (3.1
W, =u, + Vi
S las pates redes de las funciones complejas
W, W,,W, satisfacen el andlogo complejo entonces
U,U, y U, satisfacen el sistema de Lamé (1.2). La

afirmacion inversa también es verdadera por lo que
podemos considerar a andlogo complejo y a sistema
(1.2) como equivalentes. A continuacion expresamos la
solucién del anadlogo complejo de laforma:

VVJ = Z Zflnlflnzvvrd,n2 (21’22)’ J =112,3- (
n,=0n,=0

3.2

Utilizando |os operadores (2.1) sobre (3.2) se obtiene

d2W) = Y 2 ZW,,,

n,=0n=0
dZW) =" > (n+2(n+DZ "W, ,
n,=0n=0
d21d71 (\NJ) = Z Z (nl +1)zlm72nzdz1wnj+l,nz !
n,=0m=0
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) o 82 )
dfz(vvj):r;r; oA gwniw (33
dz dz j) = z Z_r\lzr&dz deriJrl,nz’

2 4 b o) 1
dz di (VV]) = (nl +1)71 ZZnZd Wr'i+l,n2’
2 4 b o

( 2 dzz)(vv) Z Z[dz2 .y _V\{:,nﬁl]flnlfznz'

n,=0n=0
Sustituyendo (3.3) en € andlogo complejo e igualando
Ioscoeficient%delaseriesetiene

[(A+ )0+ (N + DWW, , —i(A+ p)
(n,+2)(n, +1) nl+zn2+2(/1+3ﬂ)(nl+1)
d, W, +2(/1+,u)(nl+1)d
+HA+ )W, |, +4ud2W,
(d2We,, +2(A+p)d, dzlwr:;-l (2, 2,)
=0,

[~(A+ )i (0 + (N + W, — (A + 1)
(N +2)(n +HW, rh+2n2+2(/1+3/u)(nl+1)
W~ 20 D8
+H(A+ w)id2W, | +4ud?W, —(ﬁ+y)
(AW, +2i(2+w)d, dzlwri+1 2, (2.2,)
=0,

[2(2+ ) (n,+Dd, W, n1+1n2—2i(/1+#)
(n+d, W7, +4u(n+Dd, W, ,
+2(A+wp)d, d, W, +2i(1+u)d,d, (3.6)

W2, + 44+ 2u) d2WE, 1(2,2,) = O,

(3.4)

2, rh+1 n,

o, FI(A+ 1)

(35)

[dzng]l.,nZ - (n2 +1)Wrt,n2+1](211 22) = 01

[dZZW”i“z - (n2 +1)Wnin2+1](21! 22) =0, (3.7)

[dzzwri,n2 - (n2 +1)Wn3,n2+1](21’ 22) =0.

Con € fin de reducir €l sistema se realizan las siguientes
operaciones.

Derivando parcialmente con respecto a Z, la diferencia
de la ecua_cién (35) y la (3.4) multiplicada por €
imaginario | se obtiene

[-2(A+3u)(n, +Dd, d, W, , — 2 (A+3u)
(n+1d, dzlwnfﬂnz 204+ p)d, d2(n, +1)

Wn?nz —4u d3 —2(1+u) (39
+dZ2dZ21an —4(/1+ w)d? dzlwnf 0,1(2,2,)=0.

De igual modo, derivando parcialmente con respecto a
Z la ecuacion (3.6) multiplicada por la constante

A+3u
A+ u
(202 +3u)(n, +Dd, d, W, ,

(A+3u)
d dz1 n+1,n, 4/1 (ﬂ+ )(n]_ l)d nlJrln (3.9

+4i,ud3W2

setiene

21(A+3u)(n,+1

+2(A+3u)d, d2W; | +2i(A+3u)d, d2W;

4,220 +34) o 0.
) 2d W 1(z,2)=

De (3.8) y (3.9) mediante suma se obtiene

A+3
[4u ((/1 “)) (n +DAWS,, +4ud, d2W
—4uid, W1 ,Haiud, W2 ,+H4iud, d2W2

Ny
31+5
((ﬂ:ﬂ’)’)df W 1(z,2,) =0. (3.10)

Aprovechando la simetria de las ecuaciones y
considerando la siguiente transformacién de coordenadas

1\l S\AJ2
an,nz _Wnl,nz +IW”1:”2

+4u

Vi, =W —iWE (3.11)
3 _\A/3
V”l» W'"h n?

0 equivalentemente,

e _Yan Vo ;an = Vi, Von Vs, 2V”1 2 (312)
Wen, =Vigs,
de (3.4)-(3.6) y (3.10) seobtiene
[(A+u) (N +2) (n+D V], + (A+3u) (0, +])
(dz LN +dzvnf+1 n2)+2(ﬂ’+1u )(n+1) d22 e+,
+H(A+ )2V, +2u(d2V,  +d2VE )+ 2(A+ p)
d;d, V.. 1(z,2)=0. (313)
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1
[+ (0, + Dy + DV, o + 524 30)
(nl+1)(dz e~ VEL )21 (314
(n+d, V2., i-(my)dzv;n +2”
(dz nlnz_dzvnfn )+2I(ﬂ“+/u)dz dzlvn:fnz](zpzz)zo-

[202+ )0 +Dd, V2 1, du(n +Dd, V2, (3.15)
1200+ ), V2, +4A+20) 2V 1(5,2,) =0,

(A+3u)
(A+u)
Vé’nz —4ud3V? +4u

L M

[4u (N +DA;V,),,, +4ud, d;

(31+5u) 4o
(At+p) 2
d,Vv,,1(z,2)=0.

Derivando parcialmente respecto de Z;

(3.16)

la ecuacion

se obtiene

A+
(3.15) y d multiplicar por 3u
+H

[2(4+4) (0 +1)d,d, V., +4u(n+D)
(4+3p)
(A+p)

LHA+21)(A434) 4 2y _
At 10 d,d;V, .1(z,2)=0.

De (3.16) y (3.17) e integrando con respecto a Z, se
obtiene

[(A+3w) (0h+D)d,V, s, (2,2) =-{(A+©)d3V,
—2udNg 22+ w)d, d, VP 1(z,2). (318
De manera andloga de (3.13) y (3.14) setiene

[(A+ )N+ 2N+ DV, + 24+ p)(n +D)
(A, Vi1, +2002V2 )+ (A +30)(ny +1)

dzlvrjh-+l nz](zl’ ZZ) = 0

Aumentando el indice de N, a N, +1en la ecuacién
(3.18) sellegaa

(3.17)

dV3

n+1n,

+2(A+3u)d, d2V,

4

(3.19)

[(A+3u)(n +2)d, Vo, +(A+ )3V, +2u
d2V2,, +2(2+u)d,d, V2, 1(2,2,)=0. (320)

De (3.19) y (3.20) se obtiene
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[(A+ )0 +DA2V, L, —20(A+ ) (N +1)
dzleZVnil'nz —p(A+3u)d, d? Vni 0, — 2H
(A+2u)(n,+Dd;V, 1, 1(2,2,) =0.

Derivando parcialmente dos veces con respecto a Z, la

(3.22)

ecuacion (3.19) y una vez con respecto a Z, la ecuacion
(3.21) eigualéndolas, se obtiene el siguiente resultado

[(ﬁ’_'_BIU)(nl_‘_l)dz2 nl+1n2](21 22) :[—2’udZ21
d? (A+u)\Vy,, —(A+)d; V2 +2(A+ p)
d,d;>v; 1z, 2,). (322)

Las ecuaciones (3.7) con las transformaciones de
coordenadas (3.11) toman laforma

[dz n,n, (n +1) rhn2+1](21122):01
[d, Ve, — (R +DV,, 11(7,2) =0, 323
[dzz n,n, (n +l) n2+1](21 22) O
De (3.16), (3.18), (3.22) y (3.23) se abtiene
1
A e~ [2u3d2V
r11+l,n2(Zl122) (/1+3,u)(nl+1)[ H1J0, nlnz(:.’;24)
+(A+ ) IPd;NVE =24+ p) 373V, 1(2,,2,)
(22 = ——{2u(+ )Y,
r11+ln2 Zl Z2 (ﬂ,+3 )(n1 1) ,Ll ,Ll z nln2
+2pdd;VE +2(A+m)d, V) z,2) (325
(i"‘?’#)(nl"'l) d2v3
(i+,u) z1 nl+1n2(zl 22)_ (i+3,u)
—[(/‘tJr,u)dZ n (/1+,u)‘]2dZV2n
(n+1) 2 B
+(A+5u)3d,V,  1(2,2) (3.26)
1
Vana(z2)= D d Voo (z,2) @27

Vnianrl(Z:L’ 22) = dzzvnin2 (Z:L' 22)

.
(n,+1)

n2+l(Z:L 22) z2 nlnz(Z:L 22)

1
(n,+1)
donde J@(2) =IO #(&,0)E .

Representando el sistema de ecuaciones (3.6), (3.25) y
(3.26) en forma matricial se obtiene
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1 1
\Y A, V, e
=1%A + %03 A+ 32 Ag+d, Ay +d 328
lenz =[I"A+I 22A2+ 22%+ ZlA4+ 22AS] ng”z , (328
Ve Vo
donde las matrices A vienen dadas por
A+ u 0 0 0 B 2
1 A+3u 1 (A+3w)
A= 0 0 O A=—"|0 o 0
"o o o LR B
0 - 0
A+3u
-, _
ad 0 0
A+3u
1 2
A=- 0 H o |,
n+1 A+3u
2
0 0 o
L A+3u |
0 00
o 0 o0
A4=_i1 ;H: 00 - 1 o o 204+ p)
M+ +op n+1 A+3u |
0 00 A+u
0o o
A+3u

Resolviendo (3.27) y (3.28) se obtiene finamente la
siguiente expresion explicita para Vni,nz (z,2):

1
e (n "

2 |_ Ny 3.4 2.3 2
Vo, _W Ay [37d) A +37d, Ag + 3d7 Ag
A e

.

1
00

+d, A +d, A VOZ0 (3.29)
4% " )
0,0

Nota. Para obtener (3.29) se asume que
242 i i\l

J dzlAZanvr12 = szlvnbnz =Vin, -

restringe la clase de funciones iniciales a aquellas que

satisfacen: V. (0,2,) =d,V,/ , (0,2,)=0.
La convergencia en expansiones holomorfas de la solucion

del sistema (3.29) se deduce de los resultados obtenidos en
[2,3].

Esta afirmacion

4. CONCLUSION GENERAL
El halar soluciones andliticas del problema
tridimensional elastico tiene mdltiples aplicaciones a
campo de la investigacién del modelamiento real de los
sblidos sometidos a cargas y deformaciones, basta
recordar € gran aporte realizado por la elasticidad plana
en la resistencia de materiales y a disefio de estructuras
sometidas tensiones y deformaciones.

Se ha construido un procedimiento para hallar soluciones
generales y exactas a sistema de Lamé por el método de
las expansiones holomorfas las cuales vienen dadas en
formaexplicitadel sistema (3.29).

También es posible una generalizacion de la solucién del
sistema de Lamé para tratar problemas no homogéneos
[4].

L os resultados expuestos son comparables con los que se
presentan en [5,6].
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