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EL TEOREMA DE ENGEL

Engel’stheorem

RESUMEN

Las dgebras de Lie abrieron un basto campo de aplicaciones en la fisica, las
ecuaciones diferenciales, la geometria diferencial, el dgebralinea y el dgebra
abstracta. A continuacién se presenta una demostracion del teorema de Engel.
Este teorema constituye una de las bases de lateoriade las dgebrasdeLiey en
si mismo se corresponde con una propiedad general del algebra lineal. En
particular el teoremade Engel dice que un conjunto de transformaciones lineal es
nilpotentes en un espacio de dimension finita cerradas para el corchete de Lie
poseen un autovector comin asociado al valor propio cero.

PALABRAS CLAVES: Algebra de Lie, Endomorfismo nilpotente, Espacios
vectoriales invariantes.

ABSTRACT

The Lie algebras opened a vast field of applications in physics, differential
equations, differential geometry, linear algebra and abstract algebra. Below isa
demonstration of the Engel’s theorem. This theorem is one of the foundations of
the theory of Lie algebras and, in itself corresponds to a general property of
linear algebra. In particular Engel’ s theorem states that a set of linear nilpotent
transformations in a finite dimensional vector space closed for the Lie bracket
has a common eigenvector associated to the eigenvalue zero.

KEYWORDS: Lie Algebras, Nilpotent endomorphism, Invariant vector space.
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Engel. Para tener una visién mas amplia el lector puede

consultar [1], [2] vy [3].

El teorema de Engel sobre algebras de Lie cuyos
elementos son ad-nilpotentes es uno de los resultados
clasicos en lateoriade dlgebras de Lie.

2.1 EL ALGEBRA DE LASDERIVACIONES

Sea 1" un espacio vectorial de dimension finita, decimos

En Algebra Lineal para cada transformacion lineal (o
matriz) nilpotente existe una base en la cua la
transformacion tiene una matriz  (estrictamente)
triangular superior. En el contexto de las Algebras de Lie
el problema es més complejo: dada una subdlgebra £ de
Lie compuesta por transformaciones lineales
T:V — V), ¢sexiste unabase de V en la cua todas las
transformaciones de £ estan representadas por matrices
triangulares superiores? El teorema de Engel responde a
este interrogante, vialas transformaciones nilpotentes.

2. CONTENIDO
AlgebrasdelLie
Definicion 1. Un espacio vectorial 17 es un dgebra de
Lie si existe una aplicacion bilineal de[-]: V x V — V

que satisface:
L [zz] =0 paratodox € V.
2[x[yz]] + [ylzx]] + [z[zy]] = 0 paraz.y,z € V

La propiedad 2 es conocida como laidentidad de Jacobi.
Este articulo es auto contenido y se ha escrito con la
estructura minima necesaria para demostrar €l teorema de
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que unatransformaciénlineal 7: V' — V esuna
derivacion respecto alaformabilineal . : V x V — V
si cumple con lareglade Leibniz

T(a.b)=a.T(b)+T(a).b

Teorema 1. El conjunto de todas las derivaciones
Der V (respecto alaformabilinea .) munido del
corchete

0.0 =d0d =8 o0d
[

Esun dlgebradelLie.

Demostracién. Notaremos con la yuxtaposicion a la
formabilineal: a . b = ab

1) DerV esun subespacio vectoria de gl(V):

Dados Ti.75 € DerV 'y a€R se tiene que
aTy, T + T> € DerV, en efecto,

a) aTi(ab) = al(aTi(b) + T1(a)b) = aaT(b) + aTi(a)b
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(Ty + Ty)(ab) = Ty(ab) + To(ab) = aTy(b) + Ty(a)b + aTs(b) + To(a)b
b) = ::I:_T] +15) 4+ [fl + T-_:_:I[:J]h

C) DerV escerrado parael corchete : dados
Ty. Ty € DerV entonces[T} T5] € Der V., en
efecto,

[ Tol(ab) = (11 T> — ToTh)(ab) = (T1Ts)(ab) — (ToTy)(ab)
=Ti(aTs(b) + Tala)b) — Ta(aTi(b) + Ti(a)b)

= a(Ti(T2(b)) — (T2(T1(b))) + (T1(T2(a)) — T2(T1(a)))b

= re['l"[ f_a](m + [T] '.f‘-_)][ﬂ]h
O

Dado L unédgebradelie, sedefine Der L e conjunto
de derivaciones respecto al corchetede L comola
forma bilineal.

Consideremos €l conjunto ady, C DerlL,

ady, = {ad, € Der L

x € L}
con ad,(y) = [zy]
ady esunaderivacion:
ady([y.2]) =[xy =] = [y[z 2] + [z y] 2] (Por la identidad de Jacobi)
= [yad,(z)] + [ady(y) ]

Definicion 2. Un subespacio I deun algebradelLie L es
unideal de L s paratodo x € J y todo v L [xy] £ 1.

Como gjemplostrivialesdeideales deun dgebradelLie
L tenemosa L y 0. Un gemplo menostrivial de un ideal
es el centralizador de L, que se denotapor Z(L)y esta
definido como

Z(L)={x € L:[ry] =0 para todo y € L}.
Teorema 2. ady, esunideal de Der L.

Demostracién. Dadosad,, € adry D € Der L,
[ad, D](y) = ad, o D(y) — D o ad.(y)
= [z D(y)] — D([z y])
[z D(y)] = [z D(y)] — [D(x) y]
—adp(z)(y) |

En particular ad,. es nilpotente si existe n € N tal que
paratodoy € L
ad’(y) = ad,ad, - - ad,(y) = 0
S— ——

n—veces

La aplicacion ad : L — Der(L) C gl(L) que envia =
en ad,, €s un morfismo de dgebras de Lie debido a que
el corchete es bilineal y ad preserva e corchete; en
efecto,

lad, ady)(z) = [ad,(z) ady(z)]
= ad,ad,(z) — adyad,(z)
=[zly2]] - [yl 2]
= [oly 2]+ [l 214
= [[z y] z] (Por la identidad de Jacobi)
= adp, ()
La aplicacion precedente se conoce como representacion
adjuntade I..
Por definicion
Ker(ad) = {x € L

ad, =0}

El Ker(ad) es e conjunto de los z tales que [z y] = 0
paratodo y € L, esdecir
Ker(ad) = Z(L)

Una consecuencia interesante del hecho precedente es
que s L es simple (es decir no tiene ideales propios
diferentes del ideal cero y e corchete no es la forma
bilineal idénticamente cero) entonces Z(L) = 0y ad es

inyectiva. Consecuentemente cualquier algebra de Lie
simple esisomorfa a un algebradeLielineal.

22 EL ALGEBRA DERIVADA

Dada un dgebra de lie L, se define [LL] (el algebra
derivada de I.) como € conjunto de elementos de la
forma Y~ o;[x;, yi]conwi v € L.

i=1
Recordemos que por definicion [LL] esunidea de I, lo
mismo que L'V = [LU-VD L] con L(®) = L. Los
ideales precedentes forman una cadena descendente de
idedlesde I..
Definicion 3. Decimos que
neNtdque L™ =0

L es soluble si existe

Consecuentemente toda &gebra de Lie abeliana es
soluble (el corchete siempre es igual a cero) y toda
algebrasimple no trivial no es soluble.

Ejemplo 1. El é&gebra de Lie linea de las matrices
triangulares superiores de tamafio . x n que llamaremos
t(n) (supondremos que el cuerpo subyacente F es de
caracteristica cero y mientras no haya confusion no
hablaremos de él), es un dgebra soluble.
Demostracion. Labase candnicade t(n) esel conjunto
de matrices e;; (matrices que tienen un uno en la entrada
ijy cero en las demas entradas) con i < j; por lo cual su
dimension es —“('f;”.
Se observa directamente que

[f',','J'. ('ig'.;] = r)‘lj-g.(?” — ()‘”('fg'._j'
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En particular [e;;, €] = e;; coni < j muestraque,

n(n) C [t(n), t(n)]

con n(n) e &gebra lineal de Lie de las matrices
estrictamente triangulares superiores (con ceros aln en la
diagond).

Como t(n) = 9(n) @ n(n) con d(n) & &gebra lineal
de Lie abeliana de las matrices diagonales de tamafio
n x n, entonces

n(n) Clt(n) t(n)] = [0(n),d(n)] & [n(n),n(n)]
= [n(n),n(n)] C n(n)

Recordemos [0(n).d(n)] =0 por ser abeliana
Consecuentemente

n(n) = [t(n), t(n)]

Para demostrar que t(n) es soluble es suficiente
demostrar que n(n) lo es. Observemos que para
cualquier par de elementos ¢;;.e;; de n(n) (lo cua
significaquei < j,y k <),

€51 si )' =k

[€ij.er) =
0 en otro caso

Consecuentemente para todo
eq € n(n)V) = [n(n),n(n)]setieneque [ —i > 2.

Un razonamiento analogo nos muestra que para cualquier
demento e;; € n(n)(™) se tiene que j —i > 2™,

Como las matrices son de tamafio » x n es claro que
t(n)™ = 0para2™ > n — 1.

3.NILPOTENCIA

Definimos la siguiente serie descendente de ideales,
I’=LD> L'=[LL) D L*=[LL' 2

D L'=[LL7]

Definicion 4. L se dird nilpotente si existe n € N tal
que L" = 0.

En particular cualquier dgebra abeliana es nilpotente y
claramente paratodo 7

L(f’) C Li

Consecuentemente toda algebra nilpotente es soluble. Sin
embargo la conversa en falsa. Si consideramos € agebra
soluble L = t(n) se verifica directamente que L' = L'
paratodo i > 1Yy consecuentemente 7. no es nilpotente.
Teorema 3. Sea L un dlgebradeLie
1. Si L esnilpotente entonces cualquier suba gebra
y cualquier imagen homomérfica también lo es.
2. Si L/Z(L)esnilpotente, entonces L también lo
€s.

3. Si L esnilpotentey diferente de cero, entonces
Z(L)#0.

Demostracion.
1) Sesigue directamente por construcciones del
agebrauniversal.
2) Por definicion existeun ntal que L C Z(L)
y, porlotanto L"+1 = 0.
3) Existentadquel" =0yL" 1 #£0y
L"=1 C Z(L) por definicion. |

Definicion 5. Paratodo x € L diremosque x esun
elemento ad nilpotente si el endomorfismo ad,. es
nilpotente, es decir si existen. € N tal que (ad,)" = 0.

S I es nilpotente entonces todos sus elementos son
ad—nilpotentes debido aque paratodo =,y € L,
(ad,)"(y) € L"

Es sorprendente que la conversa también es verdadera.

Teorema 4. [Engel] Si todos los elementos de 7. son
ad) nilpotentes, entonces 7. es nilpotente.
Para demostrar el teorema precedente es necesario
demostrar antes el lema 1y el teoremab.
Lema 1. Sea = € gl(V') un endomorfismo nilpotente,
entonces a«, también es nilpotente.
Demostracion. Consideremos los  endomorfismos
A (y) = xy, pe(y) = yx que son nilpotentes debido a
gue x lo es. Se verifica directamente que

/\,4' O Py = Pz © /\.t'

La suma o la diferencia de dos endomorfismos
nilpotentes que conmutan también es nilpotente; si
(M) =0y (p:)™ =0 entonces (A, — p:)"" =0
(usa la formula del binomio y la conmutatividad de cada
endomorfismo). Consecuentemente ad, = A\, — p, €S
nilpotente. O
Recordemos que una matriz = puede ser ad-nilpotente
sin que = lo sea (por ejemplo si = esla matriz identidad).
t(n) es soluble y no es nilpotente, mientras n(n) es
nilpotente y por lo tanto soluble.

Teorema 5. Sea L una subdlgebra de gl(V') con V' un
F'] espacio vectoria de dimension finita. Si . consiste
de endomorfismos nilpotentes y V' # 0, entonces existe
un vector v € V' distinto del vector cero que est4 en €
Ker de todos los endomorfismos de L (con abuso de
notacion escribiremos L - v = 0).

Demostracion. Recordemos que toda transformacion
nilpotente tiene a menos un autovector correspondiente
al unico autovalor cero. Este hecho demuestra el teorema
parael caso dim L = 1.

Por induccién en la dimension de 7., supongamos que
toda subalgebra /A de dimension menor que ladimensién
de I tiene la propiedad y, demostremos que 1. latiene.
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Sin perdida de generaidad supongamos K C L
subalgebra propia de I.; como los elementos de /& son
nilpotentes entonces los elementos de K son
adnilpotentes  como  endomorfismos de L.
Consecuentemente ad - s una subdgebrade gl( L), con

adg = {ad,|ly € K}

Y ady esunasubdgebrade gl(L/K), con
adg ={ad, |ye€ K}

Se debe entender que
ad,(T) = [yr] + K = ad,(r) + K.
Como dimL/K <dimL (s usa que K # L)
entonces existe © + K € L/K vector diferente de cero
ta que ady - (x + K) = 0. Consecuentemente existe
v ¢ K tal que[zy] € K paratodoy € K.
Consideremos el normalizador de K

NL(K) = {z € L|[z9] € K}

Observemos que K C Ny (K ) debido aque @ ¢ K,

Si K una subdlgebra maximal de L, se sigue que
N (K) = Ly consecuentemente se sigue que /X es un
ideal de I..

Si tomamos K~ subdgebra maximal de I. necesariamente
dim(L/K) = 1; de lo contrario tomamos la imagen
inversa de la subdgebra generada por un elemento v de
unabase de L/ K por el epimorfismo

L5 LK

Lo cual significaque
KColH<v>)CL

que es absurdo debido a que & es maximal.
Consecuentemente L = K& < z > para cuaquier
zelL-K.

Por hipétesis de  induccion € conjunto
W={veV|K- -v=0}+# {0}, como K esunided
entoncesparatodo = € L,y € K,w € W setieneque

yr-w=xy-w — [zy] - w =0

La primera igualdad se obtiene de la definicion del
corchete en las dgebras de Lie lineales y la segunda
igualdad se sigue de que los elementos de A~ anulan los
elementos de . Consecuentemente TV es invariante por
los elementos de L.

Consecuentemente [, — K es una subélgebra de gl(1V)
de dimensién 1, entonces para z € L — K existe un
autovector v € W diferente de cero para e cud
z+v = 0,y consecuentemente L - v = 0. =)

Demostracién del teorema de Engel

Sea I un dgebra de Lie tal que todos sus elementos son
ad—nilpotentes. ady C gl(L) satisface las condiciones
del teorema precedente (se asume que L # 0), entonces
existe © #0 en L para e cua [Lz] =0, es decir
Z(L)#0. Como L/Z(L) consiste de elementos
ad—nilpotentes y tiene dimension menor que I, por
induccion en la dimension de L, concluimos que
L/Z(L) es nilpotente, y por e teorema.’ item (2), I es
nilpotente. O

Ejemplo 2. Presentamos a continuacion un gemplo del

teoremab. Sea V =gl(R”) y L € dgebra de Lie
generada por {ad,, ad,. ad., ad,,} donde

r =ejp +e13 — (€41 + €51)

Yy =e25 — €34

z =e32 + €33 + €44 + €54 — (€22 + €23 + €45 + €55)
w =€y + €21 — (€14 + €31)

Verifiquemos que L consiste de endomorfismos
nilpotentes. De la definicion de los elementos de L se
sigue directamente que:

ady(z) =0

ad,,(y) =0

ad,(z) =0

ad,(y) =w
ad;(w) =z
ad,(z) =0

Consecuentemente  ad; =0, ad,, =0, ad’ =0,
ad. =0, como los endomorfismos nilpotentes son
cerrados parala sumay €l producto por escalar, se sigue
que los elementos de I son nilpotentes. Segin el
teorema.5 debe existir un autovector comin asociado al
valor propio cero. En nuestro caso = es el buscado debido
aque L.z =0

3. CONCLUSIONES

El Teorema de Engel proporciona una condicion
suficiente para que todas las transformaciones de un
algebra de Lie compartan un mismo vector propio
asociado a vector propio cero. El concepto de ad-
nilpotencia juega un papel importante en la demostracién.
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