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RESOLUCION DE UN PROBLEMA DE CONTORNO POR METODOS TOPOLOGICOS

Resolution of a boundary problem using topological methods

RESUMEN

PEDRO PABLO CARDENASA.
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En el presente articulo se muestra un resultado de existenciade solucion parauna  Magister en Ensefianza de la

ecuacion no lineal de tipo eliptico bajo una condicion de contorno en un dominio
acotado usando como herrami enta algunos métodos topol égicos.
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In this paper we show a result of existence of solution for a non lineal of eliptic  ppablo@utp.edu.co
type under a boundary condition in an closed domain using as tool some
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1. INTRODUCCION

Se considera el siguiente problema de tipo eliptico

Au = f(x,u)

{ U= 9(x)
donde QQ < R™ es un dominio acotado con borde
C? g Q> Rsaaey f:QxR— R continuay
tal que existe A> O (suficientemente pequefio) tal que
|f(x, u)| < AM paratodo X < Q y paratodo u. Para

ello se usarén resultados de los teoremas de punto fijo
(Brouwer y Schauder) aplicados a espacios de Banach.

2. TEOREMASDE PUNTO FIJO

Teorema 2.1. (Brouwer). Considérese H Hilbert de
dimension finita, Cc H un conjunto compacto,
convexo no vacio. Si f:C — Ces una funcion
continua, entonces tiene un punto fijo. [1]
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Teorema 2.2. (Schauder). Sea C un subconjunto
convexo y compacto en E, espacio de Banach. Si

T : C — Cescontinuo, entonces T tiene un punto fijo.

(1]

Corolario 2.1. (Schauder). Sea C convexo, cerrado en
E espacio de Banach, T : C — C continuo tal que T(C)
es relativamente compacto, entonces T tiene un punto
fijo. [1]

3. RESULTADOS DE EXISTENCIA DE
SOLUCION

Se quiere probar la existencia de solucion de

{Au = f(x,u)

c R" (3.1)
U= 9(X)
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Donde f es continua y exise A>0 con
|f(x,u)| < Alu| para todo u. A es suficientemente

pequefio, tanto como se necesite. De hecho, se impondran
condiciones sobre A mas adel ante.

Se conoce como resolver problemas del tipo

{Au = f~(x)
u |aQ: g(x)

(es decir, donde la F solo depende de x y no de u).

Consideremos p > m.

Dada veW?P(Q) (fija),
fV(,v):Q— Rdadapor f(x)=f(x,v(X)y

sea U € WP (Q) solucion de

tomamos

(3.2)

{Au = (%)
Uln=9(X)

Llamese T a la aplicacion que a cada v le hace
corresponder u (solucion de (3.2))

T:W?P(Q) >W?>P(Q) (3.3)
V—>u
Notese lo siguiente: Si se pensaraa T como

T:CY(Q) > C'(Q)
entonces T resulta bien definida y ademas
ImT cW?P(Q) . Estoocurreyaquesi Ve CH(Q)
entonces f ) es continuaen Q, con lo cual, como Q

es acotado resulta f™ € LP(Q). Luego existe un

inico  UeW?P(Q) solucion de (3.2), entonces
T(V)=u.

Puede verse ademds que s ¢g=0, entonces

T(v) =u=u"+u,, donde u' verifica

{Au1 = f(x,V)

u* l.o=9(X)

con lo cuad Ut eW?*P(Q) "W P(Q) y U, esla
Unica solucion de

{ Aug =0
Ulxn=09(X)

Es por esto que, dada v € C'(Q) , setiene:
Tv=(Tv)'+ug con (TVv)'eW?»"(Q)nW;P(Q)

Lo que se busca es un punto fijo a la aplicacion T, es
decir, Ue C*(Q) talque Tu=U.

Para €llo, se necesita ubicar en las condiciones del
teorema de Schauder. Se tendria que probar que T es

continua, compacta y que ademés existe G = C*(Q)
conjunto cerrado convexo acotado invariante (es decir,
T(G) < G ). Si selograprobar estas tres condiciones,

envirtud del corolario 2.1, existird un punto fijo de T en
G.

Ahora, basta probar:
(i). T escontinua
(ii). T es compacta
(iii). Encontrar G.

(i). T escontinua.

Sea Ve C*(Q). Se quiere probar que si {Wj }jeN

€S una sucesion que tiende a v (con la norma de

C'(Q)), entonces T (Wj ) Cl_) T(v).

j—>o

Toy) T, <kfTw T, =|Tw)* +ug-(Ty'-ud,,,

< kyk, [A(Tw )t = A(TV)!

= Ky, | F (W) = F(x,v)

LP LP

=k1k2£Hf(x,wj)—f(x,v)‘pdx) ,

Empleando convergencia mayorada, se ve que esta Ultima

integral tiende a cero, luego
Cl
T(Wj) . _>T(V), por lo tanto T es
] >
continua.

(ii). T escompacta.
Se debe probar que si C es un conjunto acotado de

C!(Q), entonces T(C) es precompacto en C*(Q).

Debido a que la inmersion i =W?P(Q) — C(Q)es
compacta, bastaria con demostrar que T(C) es acotado en
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W?P(Q). Como C es acotada, existe N>0 tal que

M

HTVHWZ*P . Hﬁv)l w2 P
=k, |[f ()|, +

o S N, paratodo ve C.

+Hug

w2P < HA(l'V)l
<K AL P +

LP +Hu9

w2 P

s

WZ‘p WZ‘p
1/ p
<k, AQ" N+ u,|
(constante que no depende de v) por lo que T(C) es
acotado en W 2P (entonces precompacto en C*(Q)).

,. =Cte
W2 P

(iii). Existe G acotado en C*(Q), convexo, cerrado
con T(G) cG.

Se propone que G sea una bola de radio Ren C*(Q).

Se busca en R conveniente. Es para esta cuenta que se
necesita que A sea pequefio.

Sea G = B(0) = {ve CH(Q) /M

que este es acotado, convexo y cerrado.

o S R}, es claro

Se quiere que T(G) < G, es decir, ||TV|

o < R, para

todo v con ||V|

o SR. Témese v, € Bz(0) fijo,
entonces paratodo V € B, (0) valelo siguiente
[Mle: <[MVoles +[Tv=Tvg
=TV + H(Tv)1 +ug — (Tvy)! —u,
< TV, | + Kok [ACTV)" = ATV,)Y , =
[TV cx + Kk V) = F (V)| o < [TV e + K| F (6 5)] o
+ Kk, | F (X V)], <

cl

cl

[TVo| o + kako| £ 6 V)] o + Kok AM < R
todo resulta < R acondicién de que A< ;ﬂp
kK, ||

y que sea R_suficientemente grande (basta que

a2 Vol + Kok | f (V)] o |
1k |QPA

T(G) c G.Y envirtud delo demostradoen 1, 2y 3, T

tiene un punto fijo, luego (2.1) tiene solucion (aunque no
necesariamente Unica).

Por €esto,

4. CONCLUSIONES

Dentro de los métodos topolégicos, los teoremas de
punto fijo se han aplicado a la resolucién de diversas

ecuaciones no lineales [2], [3]. En este articulo se
demostro utilizando métodos topol égicos la existencia de
solucién (bajo ciertas condiciones) de una ecuacion
diferencial parcial de tipo eliptico.

Utilizando los teoremas (2.1), (2.2) y € corolario (2.1), se
prob6 que el operador T definido para el problema (3.2)
tenia un punto fijo, & cua resolvi6 e problema
planteado.
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