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APLICACION DEL TEOREMA DE LERAY - SCHAUDER A UN PR OBLEMA DE
CONTORNO
Application of Leray — Schauder’s theorem a bounday problem

RESUMEN

En el presente articulo se muestra una aplicacdexdstencia de solucién para Magister en
un problema de contorno usando el teorema de L®chguder.
condiciones apropiadas, se prueba la existencinigidad de un problema no Profesor

lineal de segundo orden.

PALABRAS CLAVES: Contorno, punto fijo, Leray- Schauder.

ABSTRACT

This article it show an application of the existeraf solution for a boundary
problem using the Leray-Schauder theorem. Undepesroonditions, we prove

the existence and uniqueness for a non-linear seaater.

KEYWORDS: Boundary, fixed point, Leray-Schauder.

1. INTRODUCCION

Una de las aplicaciones importantes del teorema de
punto fijo de Leray-Schauder es la de resolverlprobs

de contorno no lineales de segundo orden y orden
superior.

Se mostrara en este trabajo que el problema

I u" +gltul =0

ul0) = up, ull) = us
bajo ciertas condiciones tendra solucién Unicaiertac
espacio.

2. TEOREMA DE LERAY - SCHAUDER

Teorema 2.1 [eray-Schaud@r SeaE un espacio de
Banach y seq: E x [0,1] — £ una aplicacion compacta

tal queT(x,0) =0, vxeE SiaMeR:vxeE que
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verifique Tix, } = x para algirz € [0,1] se tiene que

lxll < M, entonces x € E tal queT(x, 1) = x.

Para ver los detalles de la demostracion de esterta,
se invita al lector ver [1].

Es importante recordar que el teorema de puntodio
Schauder es la generalizacion del teorema de {ijoto
de Brouwer en dimensién infinita; por ello se redae
dicho teorema importante de la topologia. Recoodem
entonces dicho teorema:

Teorema 2.1. (Brouwer). ConsidéreseH Hilbert de
dimension finita, CO H un conjunto compacto,
convexo no vacio. Sif:C — Ces una funcién
continua, entonces tiene un punto fijo. [1]

Teorema 2.2. (Schauder). Sea C un subconjunto
convexo y compacto erk, espacio de Banach. Si

T :C - Ces continuo, entoncdstiene un punto fijo.

[1]
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Ahora, se hace mencion de un corolario del teordena
Leray-Schauder que sera de gran importancia payado
se pretende hacer.

Corolario 2.1. SeanE un espacio de Banachi:E — E
una aplicacion compacta. SAMeR:vx e E que
cumpla x = gKx para alging e [0,1] se tiene que

x|l = M, entonceK tiene al menos un punto fijo.

Demostracion.  Tomando  T:E x [0.1] como

T{x,t) = tKx, T cumple las hipétesis del teorema, luego

JxeE:x=T(x1) = Kx

Para otra demostracion sin usar el teorema antesgo
invita al lector ver [1].

3. PROBLEMA DE CONTORNO

Considerese el problema de segundo orden

L{ u” +glt.u) =10 3.1)

0) = up ulld =us
con g =[0.T] xR — K continua y% =< 0. Entonces
(3.1) tiene solucion tnica ed*[0,T7.
Demostracién.Primero noétese que si

HI0.T] N H}[0.T]

se tiene que

T

Il = - [ wrw,

o

luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schawarz,
w'llz < llw"ll 2 llwll,

Ademas, por la desigualdad de Poincaré, se sabe que

3e, € R:llwll, = e llw'll,,

de donde, usando las dos desigualdades anterieres s

deduce que

w'll; = ey llw"ll;

y también

Iwlly = e llw"ll;

De donde se sigue que

Iwllz2 = ellw"ll;

3.2)
coneg = ./l +¢f

R b 1
Por otro lado, si se tiene que= H*[0,T] y se considera

el problema

I u" = —g(tv)
ulld = up, ull) = uyp

Claramente tiene Unica solucién en el conjunto

H[0,T] cHY[0,T]

Por otro lado, si se define el conjunto
K:H0,T] - HY0.T]

Como Kr =u, siendou dicha solucién,K esta bien
definida.

Se verifica ahora qui€ es continuo. En efecto,

t
w1’

Sean uw,v € HY[0,T] tal que luego u — v

uniformemente ya que
HY0,T]c C[0.T]

Por otro lado,

Ku—Kv e H*n H[0.T]

Asi, por la ecuacion (3.2) se tiene

IKu — Kvllg: < ellBu)” — (Kw)"ll2=¢
lgl-w) —glvill; =0

Se verifica a continuacién quiees compacto. En efecto,
seanM e R y ue H[0T]: llull 32 = M y sea

Uy —Up

wlt) = £+
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Luego, = ll(u — »)'ll3 —JJ‘-M{H—FJ

o u—

Ku—-peH*nH;0T],
Como por hip6tesis se ten%% = 0, entonces usando la

Entonces, desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

IKu — @ll 52 = clliKu)" — @"lI2 = cll(Ku)"l " — w12 < 15,2 — S vl lle — I

=cllgully = Cpy
Luego, por Poincaré y razonando como antes,

SiendocC,, una constante que depende Unicamentel.de . .
38 lu — vl = Ells,u— 5.,

por lo tanto
Igull g2 < Ky — @l + lplly, < Cytlloly, < Cy Entonces, tomande = v y v = g, S€ tiene que
Ademas, gl = ollell. =lell.
I(kw)"ll; < CT“ Por lo tanto,
lwllygs < llw — gl + gy Nyt < m +
Entonces
glloll ;1 = m + llell ;2 <
IKull o2 = €,

con 7 independiente de y o.

Luego, con la inclusion d#&2[0.T] en H*[0.T] es

compactaK resulta compacto. Asi, por el corolario 2.1K tiene un punto fijo. Luego, el
problema (3.1) tiene solucién.

Seaw £ HY0,T]: w=gKw con g e [0,1]. . i
Para ver la unicidad, se supone gugv son soluciones
del problema, entonces

Entoncesw es solucién del problema

5 u=5_1v=0
I u" = oglt,ul } )
ull) = gup, ull) = gus
Por lo tanto,
Sea lu — vl = éll5 u— 5.0l =0
T~ Up
wlt) =g (u r Hn) De donde se sigue que= .

Y definase

" 4. CONCLUSIONES
Spu=uw" +og(tu)
Dentro de los métodos topoldgicos, los teoremas de
Seau.v € H*[0.T] conu = v en el borde, luego punto fijo se han aplicado a la resolucion de diasr
ecuaciones no lineales [2], [3]. En este articud s
T demostro utilizando el teorema de Leray-Schauder |,
_J‘ 5u—5vu—v) = existencia de solucion (bajo ciertas condiciones)ud
0 ; problema de contorno no lineal.

Utilizando el teorema (2.1) y el corolario (2.1¢, grob6

= J‘-{ﬂ —vw)lu—v)—a J‘-{g{m[] — gt v))u— ) que el operadof definido para el problema (3.1) tenia
] ] un punto fijo, el cual dio existencia de solucion.
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