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ALGUNOS MODELOS MATEMATICOS EN FINANZAS
Some mathematical models in finance

RESUMEN

En el presente articulo se muestran algunas ideatos diversos modelos Magister

matematicos presentes en las finanzas.
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ABSTRACT

In this paper, we present some ideas to preseidugamathematical models in

finance.
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1. INTRODUCCION
Algunos principios basicos son los siguientes:

1. Un peso ($1) vale mas hoy que mafana.
2. Un peso ($1) seguro vale méas que un peso ($1)
riesgoso.

El primer principio brinda la base de lo que sdesnte

por “invertir’: toda inversion debe suponer un ratm

que representa una medida relativa del incremeato d
capital con el tiempo. El segundo principio nosedic
cdmo debe ser ese retorno segun el riesgo que la
inversion entrafie. La idea es clara; si la inversi§
riesgosa, es razonable esperar que el retorno agarm

en algun sentido, se trata de una compensaciorelpor
riesgo.

Un activo no riesgoso crece segun la tasa “libre de
riesgo” r, es decir:
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Una cartera o portafolio puede estar compuesta por
distintos activos, algunos no riesgosos (por ejempl
bonos) y otros riesgosos (por ejemplo, acciones). L
teoria de portafolios de Markowitz (premio NobebQ}
consiste en maximizar el retorno de una cartera
compuesta por diferentes activos manteniendo aotesta
el nivel de riesgo.

2. PRINCIPIO DE NO ARBITRAJE

No se puede ganar sin arriesgar (“There’'s no free
lunch”).

Ejemplo: pedir prestados $ 100 al 5% anual, y prest
al 10% anual.

3. TRANSFERENCIA DEL RIESGO

Una opcién (europea, call) es un contrato que dectie

a su poseedor a comprar cierto activo por un precio
establecido K (strike price), en determinada feithara

T (fecha de expiracion).

Por ejemplo, una opcion de compra por $ 100 erocier
tiempo T de un activo que hoy vale $ 95. Si elvacti
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sube a $ 120 en tiempo T, entonces conviene ejecer M = = £-140 20 = 250
opcién, pues lo podemos comprar $20 mas barat@lque wm e T g T3
valor de mercado. Si el activo baja a $90, entoncese

ejerce la opcion y solo se pierde el valor que hemo
pagado por ella (prima).

= 60

Como el portafolio es ahora libre de riesgo, crece
segun la tasa Luego,

s . .
¢, Cual es el precio justo de un contrato asi* =g 60

Por ejemplo, si suponemos que el retorno es del, 1 %
entonces vale

&0
I =—7=>594039

1,01
120
20
/ Por otro lado
2,05
100 H=95£l.—'|r’=T—'|r’J
Vv \ 90
0 de donde
295
4. ESTRATEGIA DE HEDGING V'=—3——239.4059 =3.9273

Idea: construir un portafolio insensible a las sulma
5. MODELO BINOMIAL

bajas.
Sy
Estrategia: compramos un nimero de unidades tiebac v,
(posicién long), y vendemos una opcion (posicidorgh
El valor de dicho portafolio hoy es de
o=1004a-V S
\Y,
Si el activo sube a $ 120, el portafolio valdra
I, =1204 — 20 54
Va
Si el activo baja a $ 90, el portafolio valdra
O; =904 -0
. Como antes,

Buscamosi para que el portafolio valga en ambos casos 0= 1& unidades del activo en posicion long
lo mismo, es decir: 1 opcion en posicion short
1204 — 20 =904 — 0

Se plantedl, = II; , y entonces

de donde
oo 2 A5, —V, = A5, — V;
120 -90 3
De donde
De esta forma A WV, — 1

T 5, -5,
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Observaciona tiene “pinta” de ser una derivada.

De esta forma se obtiene

e T(AS, — V) = e T(AS, — V) =

0=4A5 -V
Y luego,
¥, — ¥ W, -k
p=2t Lg_ (X ”su—tﬂ
T u— 3¢

Haciendo un poco mas de cuentas, se llega a

(e 5 -5 5,—¢e"58
u- “d u - “d

Si ahora si se define
eﬁ.S' —_ Sd

5, -5

Entonces la formula anterior se vuelve mas sencilla

V=e"T[p¥ +(1 —p)¥:]
La hipotesis de no arbitraje implica giiez p = 1, pues:

1. Si p <0, entonces pido prestado S a tasar y
compro una unidad del activo. En el peor de los
casos, obteng§; — e 5 = 0.

2. Sip > 1, vendo una unidad del activo, e invierto
el dinero a tasa r. Al final del periodo, obtengo
como minimee™ 5 — 5, = 0.

Otra observacion que se hace es la siguiente: Apora
tiene pinta de probabilidad y la expresion entrelostes
tiene pinta de valor esperado.

Su

Va
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1-p

6. LEMA DE ITO
Se presenta aqui la version intuitiva.

Si Vs, t) expresa el valor de la opcion, entonces

Vs +85t+ 68 —vist) =

— 85+ -6t + - -
AR

av av 178V
o5 ot 2

55=+---)+---

Usando el hecho de qu#s = uSdt + oc5dZ, de que
dZ* & dt y eliminando los términos de orden mayor, se

obtiene:

I U S T).:z L
“\as TH#gs T2 0 g5z )0t T 55

7. HEDGING CONTINUO

Como
dll = AdS — dV = AluSdt + o5dZ) — dV,

- . av
la parte estocéstica se elimina tomande =

Resulta entonces,

e (1 _5_a=1fjd
=\"as Tar a5 290 g5z

Comoll ahora es libre de riesgo, vale entonces

all
F = rdt
Y entonces se tiene

(av v] v o1 otV
"\Pas T T Ta 277 Bse

Donde esta féormula se conoce como la fank@eacion
de Black-Scholes.

7. ECUACION DE BLACK-SCHOLES



30z

Esta ecuacion es entonces de la forma

av av

La condicion final para el caso de una call eurogede
la forma:

V(s £ = (5— K)*

Mediante cambios de variables apropiados, esteci&tua

se reduce a una ecuacién de calor clasica conaondi

de Cauchy, la cual se resuelve por métodos comimes
ecuaciones parciales.

8. VARIACIONES DEL MODELO DE BLACK-
SCHOLES

A partir de aqui se pueden tomar muchos caminas. ca
todos tienen en [5] una introduccion. Algunos desel
son:

1.0pciones Americanas Valuar opciones Americanas
presenta una gran dificultad, el hecho de que ssiblp
ejercer antes del tiempo de expiracién. Esto
matematicamente se traduce como un problema de
frontera libre y en general es un problema abierto.

2. Dividendos La incorporacion de dividendos en
general introduce saltos en el valor del derivada.
teoria con dividendos periédicos y conocidos fue
desarrollada por Merton.

3. ryloo no constantes Modelos mas ambiciosos dejan
de lado las constantes y los plantean como funsideé
tiempo y/o el precio del activo. También existerdelos
estocésticos paka

4. Volatilidad Implicita Este es el problema irs@y de
gran importancia. EI mismo supone que el nugrca
conoce el valor de la opcién C(K, T) =X, T)
y de aqui se trata de encontrar la volatilidad ambién
es un problema abierto. Para estudiar estos teendS]v

CONCLUSIONES

En este trabajo se mostraron las diferentes técmasa
proponer los modelos matematicos que se empledam en
teoria de derivados financieros, mas precisameate |
valuacién de opciones sobre acciones.

El modelo Binomial mostro las diferentes probakitlds
de obtener ganancias o pérdidas en un mercado
financiero.
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Ademas mediante experimentaciébn se mostraron las
diferentes variaciones del modelo de Black-Schtdss
cuales dan una interpretacion de lo que se qulaener

con las funciones de tiempo.
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