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EL ESPECTRO PRIMO DE LAS MV-ALGEBRAS

The prime spectrum of MV-algebras

RESUMEN

El algebra subyacente a la légica clasica es abaigde Boole. De manera

analoga

las MV-algebras son las &lgebras asariada légica difusa. Asi YURI A. POV EDA

como la légica clasica es la logica de lo verdagelmfalso, la I6gica difusa es Matematic(, Ph.D.

por excelencia la l6gica probabilistica. Una pragés en la I6gica difusa puede Profesor Asociac
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En el presente articulo se desarrollara la constincnovedosa de un espacio Profesor /sistente
topoldégico junto con un haz de cadenas asociadnaa MV-algebra A. Esta Universidad Tecnoldgica de Pere
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conmutativos con unidad.
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ABSTRACT

The associated algebras to the classical logic thee Boole algebras, as much
as the MV-algebras are the associated algebrasutazyf logic. Like as the
classical logic is the logical of it true or falsthe fuzzy logic is the logical of it
probabilistic. A logical proposition in fuzzy logian have a truth value between

zero and one. For example it can have a value4f 3/

In this work we’ll develop a new construction & topological space, together
with a sheaf of chains associated to a MV-algebrais space will be called
the prime spectrum of A. This construction is ldethe construction to the

prime spectrum to commutative rings with unit.

KEYWORDS: MV-algebra, prime spectrum, topological space, $hehains,

prime ideal, Co-Zariski topology.
1. INTRODUCCION

El espectro primo de una MV-algebra es el espacio
topolégico definido sobre sus ideales primos con la
topologia Co-Zariski, en la cual los abiertos sos |
cerrados correspondientes a la conocida topologia d
Zariski definida en el espectro primo de los asillo
conmutativos con unidad.

Esta construccion de importante porque permitestesin
problemas y resultados obtenidos en anillos contimota
con unidad a representarlos en el ambito de las MV-
algebras y viceversa.

Las definiciones que usaremos se encuentran ery [2],
pertenecen al folklore de la teoria de MMebras. Sin
embargo recordaremos algunas de ellas en estgotraba
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porque son necesarias para comprender el espetro p
de una MV-algebra.

2. CONTENIDO

2.1 Nociones basicas

Se presentan algunas nociones y hechos basicoa de |
teoria del espectro de MV-algebras. Los enunciakios
todas las proposiciones de esta seccién correspaade

trabajo inicial de la tesis doctoral descritagh [

Ideal primo de una MV-algebra
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Definiciébn 1. Los elementos de toda MV-algebAy
estdn munidos a un orden natural dentro de ell| pa
todoz,y € A

<y & x0y=0
Definicién 2. Un conjuntaP’ tal queP C A es un ideal
de una MV-algebreA, siy solo si,

1.oepP
2. Ve,ye A: < yeP = z€P
3. Ve,ye P, zdyeP.

Definicién 3. Un ideal P de una MV-algebri4; es
primo, si y solo si, para tocz,y € A

reoyeP yoreP

Corolario 4. Todo ideal primcP de una MV-algebri4,
es un conjunto filtrante.

Demostracién. Paratodcr,y € P

r Dy

donde la flecha representa la relac* <”

El espectro primo de una M\falgebra A: 34

El espectro primo de una M#lgebraA, es el espacio
topolégico3 4 cuyos puntos son los ideales primosAle
y cuya base de abiertos viene dada por los corgunto

W,={P:a€ P, y P esideal primo de A}

Los conjuntosW, cona € A se pueden tomar como
base, debido a quW, N W, = Wagp. Sia,b € P un
ideal primo deA, entoncesa @b € P. Sia®be P
comoa,b<a@®by P es ideal, entoncea,b € P.
Ademas3(A) = W.

Por analogia con el espectro primo de un anillo

conmutativo o de las algebras de Boole, podemos dec

que la topologia definida por estos abiertos es una
topologia ceZariski; los abiertos de esta topologia son

los cerrados de la topologia de Zariski
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El objeto cadenaSpec 4

Dado X un espacio topoldgico, se consideriSh(X)

la categoria de haces sobreX; es decir, espacios
topolégicos FE  munidos de un homeomorfismo local

FE — X

Definicibn 5. [Haz de MM\éalgebras] Un objeto
MV -algebra en Sh(X) es un haz de MMlgebras
sobreX; es decir una tripla

E=(FE,X,n)
tal que:

S1. F'y X son espacios topolégicos 7 : ' — X es
un homeomorfismo local.

S, Paracada € X lafiora FE,:=7"!(z) esuna
mv-algebra.

S3 La funcién
ec F

e— —e es continua para todo

Ss La funcion (a,b) — a @b es continua en el

subespacio
{(a,b) e EX E :7w(a) =7(b)}

CuandoF es Hausdorff se dird queE = (E, X, 7)

es un haz Hausdorff.

1. Elhaz E se dice global si cada pure € F es
la imagen de alguna seccidn global.

2. Dadas dos seccioness, t € E, el conjunto
[[s =1]] = {w € X : s(x) = t(x)}

Es abierto.

3. SiE esHausdorff [[s =t]] es clopen.

Definicion 6. (objeto cadena) Un objeto E
MV-algebra deSh(X); es un objeto M\cadena, si
las fibras de E son MV-cadenas.

Definicion 7. El objeto Specy € Sh(34) esta
definido por:
Ei—"=34

[a]p—=P

donde[a]p es la clase de equivalencia del elemeato
en la MV-algebra cocienttA/P y E4 es el espacio

topoldgico que tiene como conjunto subyacente larun
disjunta
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Ea= [ A/p

Pe3(A)

y cuya base de abiertos viene dada por los corgunto
a(Wy) ={[alp : P € Wy}
Notar quem establece una biyeccién
Wb ~ E(Wb)
Estos conjuntos cubreF 4, y son cerrados para
intersecciones,

a(Wy) Ne(Wy) ={alp : b,d,a© c,c©a,€ P}
:a(We)

con e=bddd®(acc)®(coa) € P.

Lema8. 7 : E4 — 34 es un homeomorfismo local.

Demostracién. Es continua por construccion, dado
Wy, C 34,

(W) = ([ aws)

a€A
es abierto diFY 4.

De otra parte dado [a]p € E4, se toma algin
be P, osea P €W, Setiene [a]p € a(W})
y puede verse que la biyecciWV, =~ a(WW,) establece
un homeomorfismo entre W;, 'y  a(W,).

|

Definicion 9. Cada elementa € A, define una seccion
global continua y abierta (Spec 4,

a: da—=E4

Pr—=[a]p

Por definicion, dade € A, el conjunto
~—1/~
¢ (@Wh)) = Wicaa)a(aoe) ab
es abiertoen 34; consecuentementec¢ es
continua para cada elementcc € A; 'y abierta por
construccion; en particular,
al@mwy) =w,

Paracada [alp € E4 y be P; a(W,) esun
abierto de E4 que contiene a [a]p.

Proposicién 10 El haz de secciones del homeomorfismo
local precedente, es el haz asociado, por la catstn
de Godement, al prehaz:

Pa: O(34)%7 —— Ens
W, ———— Afla)
! t
W, ——— A/{b)

donde O(34) es el local de los abiertos d34 Yy
Ens es la categoria de conjuntos.

Demostracion. Notar que las fibras £/,  son
(EqA)p=A/P
Se debe verificar que

(EA)pZ lim PA(WC,)
Pew,
0 sea

A/P = limy A/(a)

ac

El sistema filtrante considerado esta determinamtaep
orden en la MValgebra; es decir para toa,b € P tal
quea < b, se toma el morfismo:

hap Aflay —= A/ {b)
[£]ay ——= [x] s

inducido por la inclusién (a) C (b) (que el sistema

es filtrante se sigue del corolario 4).

Se debe verificar que

A/{a) —qep A/P
es colimite.

Sea{ga }aca Un cono del diagrama anterior, es decir:
Fa

Af{a} —F AP A

se quiere demostrar que existe un dnico

A:A/P — A, tal que

da

T

Ap R oy

e
-"1 FLL e
- -.a'.' acP

el diagrama conmuta.
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Definase

A AP —— A

[z]p —= golx)

se debe verificar: (1\ esta bien definido y (2) el
diagrama conmuta.

Veamos (1): sea [z]p =[y]p para z,y € A,

entonces,
90(7) = gahoa()

Para todo a € P; porque {g.}.cp €s cono.
Consecuentemente para todwa € P;

go(a) = gar(hOa ((Z)) = ga(o) =0

y por lo tanto, todos los elementos Pevan a cero de
A

Por hipétesis
royeP y yoxePlP

Entonces go(z © y) = 0 = go(y © x);
Consecuentemente
A(lz]p) = go(x) = go(y) = AMlylp)
Veamos (2): se quiere demostrar
Miap = ga

sedr],y € A/(a) entonces,

)\hap(T ): (z/P) = go(x)
_gaha L = Ya ( <a)>
A es unico. Dado )\ que hace conmutar el

diagrama, entonces
N(z]p) = Nhop(@) = go(x) = A([]p).

Definicibn 11. (El objeto cadena) El objeto
Specy € Sh(3.4) es el objeto cadena definido por el
par,

Specy = (34, Ea)

Que sea un objeto cadena significa que las fibras

(E4)p =~ A/P son cadenas.

Definicién 12. (La categoria de MV-algebras) muv.A4

la categoria de MMlgebras; es la categoria cuyos
objetos son las M\Algebras y morfismos los
homomorfismos entre MAlgebras.

Definiciéon 13. (La categoria de espacios topolégiEo
munidos de un haz de cadenad)lamaremos mov€
a la categoria de espacios topolégicos munidosxden
de cadenas, cuyos objetos son los tripl{d X, £, 7)

E
X

con m un homeo local, vy FE, X, espacios
topologicos tales que la fibra I/, es una micadena
paracada x € X; vy cuyos morfismos

f : (X,E.Wl) — (Y,F.?TQ)

estan dados por un p(f,¢), dondef es una funcion
continua y .. es un morfismo de M\Algebras, tales que
para toda secciois € F

E = e e

_f-_T ) fiz)

k| T-ﬂ

|

X —=}"
k(z) = ¢z 050 f()

es seccion deE.
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