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DESARROLLO Y VALIDACION DEL MODELADO DINAMICO PARA UNA CADENA
CINEMATICA CERRADA MEDIANTE TECNICAS SIMBOLICAS Y NUMERICAS

Development and validation of a dynamical model for a closed-chain system through symbolic and

numeric method

RESUMEN

Mediante procedimientos simbolicos, en este articulo se desarrollan dos modelos
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validacion del modelo se realiza por comparacién con los resultados derivados
del modelado mediante el software de simulacion multicuerpo Adams.
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vehicle are developed through symbolic method. The validity of the results has
been compared with the results of multibody simulation packages (Adams).
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1. INTRODUCCION

Una de las dificultades al realizar el modelado dinamico
de cualquier sistema multicuerpo es la dificil
manipulacion de las complejas expresiones obtenidas, sea
cual sea el principio de la dindmica aplicado. En la
actualidad y gracias a los procedimientos simbolicos es
posible no solo reducir dichas expresiones sino también
abordar el proceso de modelado analitico con las ventajas
propias de las formulaciones recursivas. En el caso de
sistemas de cadena cinematica cerrada, donde se utilizan
los multiplicadores de Lagrange, como es el caso del
vehiculo, el modelado simbdlico representa una enorme
ventaja ya que permite seguir paso a paso la obtencion de
las expresiones de la misma manera que se haria
manualmente. Aprovechando estas ventajas se hace mas
facil la utilizacion de los parametros de Euler para
describir la orientacién de los elementos, situacion que
disminuye la posibilidad de problemas de singularidad
asociados a la representacion en tres pardmetros.

En este trabajo se presenta el modelado dindmico de un
sistema vehicular de cadena cinemética cerrada. El
sistema mencionado, corresponde a un prototipo
disefiado y construido en el laboratorio de Robética del
Departamento de Ingenieria Mecanica y Materiales de la
Universidad Politécnica de Valencia.

En la primera parte del trabajo se obtienen los modelos
dinamicos simbdlicos simple y con estabilizacion de
restricciones y posteriormente se comparan sus resultados
con los obtenidos mediante un programa de simulacion.

2. MODELADO DINAMICO

Fecha de Recepcion: 24 de Enero de 2008
Fecha de Aceptacion: 20 de Marzo de 2008

Debido a la dificultad en la realizacion de los modelos
dinamicos de sistemas multicuerpo, que requieren de
expresiones matematicas de tamafio y complejidad
considerables, aparece a partir de los afios ochentas,
programas computacionales de algebra simbdlica de
utilidad general, que permiten no sélo facilitar las tareas
de manipulacion y simplificacion de las ecuaciones
resultantes, que se traducen en mejoras de la eficiencia
computacional de los modelos, sino que también
proporcionan una mayor amigabilidad y legibilidad para
el usuario. Esta generacién simbdlica, fusiona las
ventajas de las técnicas numéricas (utilizacion de rutinas
y formalismos recursivos) con las ventajas de la
generacién manual en la que los modelos dindmicos
obtenidos de forma analitica son generados
simbolicamente una sola vez. Una vez obtenidos dichos
modelos simbdlicos, es necesario llevarlos a programas
numéricos para su analisis (simulaciéon en el tiempo,
andlisis modal, tareas de control, etc). Los procesos
numeéricos propios de esta fase de andlisis, requieren la
evaluacion repetitiva del modelo, de tal manera que se
agradecen simplificaciones de las expresiones que
permitan reducir los costos computacionales. Estas
simplificaciones son posibles mediante técnicas de
optimizacién presentes en las herramientas de
codificacién que tienen algunos de estos programas
simbdlicos, y que facilitan la exportacion del modelo a
los programas de tipo numérico en su propio codigo.

Para la modelizacion del presente sistema se consideran
los sélidos como cuerpos rigidos, sin friccion ni holgura
en los pares cinematicos. En el modelo simbodlico las
fuerzas ejercidas por el terreno al neumatico del vehiculo
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y que tienen su accion en la huella de contacto, son
expresadas como fuerzas y momentos aplicados en el
centro de la rueda. Por simplificacion, el analisis del
sistema multicuerpo se lleva a cabo para un cuarto de
vehiculo. Debido a que dentro de las asunciones del
modelo esta el trabajar con solidos rigidos, el sistema a
modelar (figura 1), se reemplaza por un sistema
equivalente en el que la ballesta del vehiculo se toma
como una viga rigida en voladizo y su rigidez y
amortiguamiento estaran representadas mediante un
sistema elastico sujeto a la mangueta (figura 2).

Figura 2. Sistema equivalente con sélidos rigidos.

La designacion de los elementos constitutivos del sistema
empieza por la eleccion del chasis como elemento fijo 0,
con uniones mediante juntas (revolucion y fijas) entre los
diferentes elementos, como se presenta en la figura 3.

Figura 3. Topologia del mecanismo

El sistema global se ubica en el centro de masa del
chasis. Los sistemas de referencia locales se ubican en los
centros de masa de cada cuerpo rigido. El sistema tiene
un conjunto de coordenadas generalizadas
correspondientes a las coordenadas de traslacion r;

(X;,Y; e ;) mas la orientacion de cada uno de los

sistemas locales de los elementos respecto al sistema
global 0, utilizando pardmetros de Euler.

El nimero total de coordenadas generalizadas es de 42,
que corresponden a 3 coordenadas de traslacion y 4
parametros de Euler para cada elemento.

0= (% V2,22, B0, BLy, B4, B3use- X, Yo 261 BOs: By, P25, B3]
2.1. ECUACIONES DE RESTRICCION

Las ecuaciones de restriccion se obtienen utilizando la
siguiente nomenclatura:

'Rj es la matriz de transformacion desde el sistema de
referencia j al sistema de referencia i. 'fjk es el vector
posicion desde | hasta k medido en el sistema de
referencia i. j y k pueden ser los puntos de unién (juntas

A, B, ... etc) o los centros de los sistemas de referencia de

locales (0g,01,0,,...etc). r;; son las coordenadas

traslacionales del punto p en el cuerpo i en el sistema de

referencia global. h' es el vector perteneciente al cuerpo
i a lo largo del eje de rotacién de la junta, medido en el

sistema de referencia global. 'U,; es un vector que va a

lo largo del eje de rotacion J, medido en el sistema de
referencia i.

La matriz de rotacion del sistema de referencia local i al
sistema de referencia global 0O en términos de los
parametros de Euler se obtiene mediante la siguiente
expresion:

Ro=1+2-4 -(B0,-1+45,) (1)
donde ,BSI es la matriz antisimétrica del vector de
parémetros de Euler 5, =[AL, p2, p3]

Para un par de revolucién, se establece la condicién de
contacto de los dos cuerpos, iy j, en el punto de unién p

y la coincidencia de los vectores de cada cuerpo, h'y

h'!, que van a lo largo del eje de rotacion. Estas
condiciones se expresan matematicamente como:

r=r y h'xh'=0 (2)
Para el par de revolucién en A, se obtienen como:
OFEJUA = Oﬁ)oo1 + 0R11F01A y oRl : IUAA X OUAA =0 (3

De forma similar se plantean para las demas juntas de
revolucion.

Los pares fijos establecen ademas de la condicion de
contacto, la restriccion de rotacion relativa de los cuerpos
en cualquiera de los ejes. Esto puede logarse al hacer
coincidir vectores para cada cuerpo a lo largo de dos ejes
ortogonales entre si en el punto de contacto. De esta
manera para el par fijo en H se obtienen como:
Oﬁ)oo4 +0R4 4rE)4H _OFODH =0 (4)

0p 4% 0+
R, "l x Uy, =0
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Siendo 'G,, y 'U,,, dos vectores ortogonales entre si y

ortogonales al vector del eje 'G,,, medidos en el sistema

de referencia i. Para la unién rueda-neumatico se
establecen de igual manera las restricciones.

Otras restricciones son obtenidas debido a que los
parametros de Euler no son totalmente independientes y
deben cumplir para cada conjunto de parametros la
condicion:

I )

En total se obtiene 43 ecuaciones de restriccion (m=43)
para las 42 coordenadas generalizadas (n=42). Esta
situacién, en la que m>n, denota una clara
sobrerrestriccién del sistema (tabla 1), para lo cual no es
posible encontrar una solucién que satisfaga todas las
ecuaciones. Como el mecanismo tiene dos grados de
libertad (f=2): el giro de la rueda sobre su eje y la
posicion vertical de la misma, es necesario eliminar las
ecuaciones redundantes para que se cumpla n=m+f. La
seleccion de este nuevo conjunto de ecuaciones de
restriccion (m=40) se realiza comprobando su
independencia mediante la obtencién del rango completo
de la matriz jacobiana obtenida.

Componentes Cantidad GL > GL
Cuerpos 7 6 42
Juntas revolucién 5 -5 -25
Fijas 2 -6 -12
Parametros 6 -1 -6

¥ Grados de libertad = -1
Tabla 1. Calculo de los grados de libertad por Griibler.

2.2. ECUACION DE MOVIMIENTO

La ecuacion de movimiento se obtiene a partir de la
formulacion de Lagrange:

.
a4 6_I: —i+£+%:(§ + 8;{3 A (6)
dt\oq) o dg og ~ L oq

Donde L es la funcion Lagrangiana, Ve es la energia
potencial elastica, D es la energia disipativa, Q, es el

vector de fuerzas generalizadas, 1 el vector de
multiplicadores de Lagrange y la matriz jacobiana de

. oD
restricciones es R

Funciéon Lagrangiana y sus Derivadas. La funcién
Lagrangiana se determina sustrayendo la energia
potencial V de la energia cinética T del sistema, L =T -
V . Para este caso particular, la funcién Lagrangiana
estard compuesta Unicamente por la energia cinética, ya
que la energia potencial sera nula al introducir el peso de
los elementos como una fuerza gravitatoria externa. La
energia cinética del elemento i esta dada por:

1 re re
T =567 -Mi()-q, (7)
Siendo ¢, el vector de velocidades generalizadas del

cuerpo iy M, (q) corresponde a la matriz de masa del
elemento i y estd formada por:

Mg My, | ®)
siendo, M/}, =m]l 9

con m; como la masa total del elemento i.

Mi, =MiT =—°R jpiuﬁdviéi (10)
Vi

Donde °R; es la matriz de transformacion del sistema de
referencia del elemento i al global, p, es la densidad del

material del elemento i, U, es la matriz antisimétrica del

vector U, que corresponde al vector posicién desde el
sistema de referencia local del elemento i al centro de
masa del elemento i medido en el sistema de referencia
local.
i ~T i ~

M, =G, -1,-G, , (12)
donde 1;, corresponde al tensor de inercia del elemento
en el sistema de referencia global. G, es una matriz que

incluye los pardmetros de Euler y estd definida en el
sistema de referencia local como:

_,31. ﬁoi ﬁ3i _ﬂzi
éi =|-p2, -B3 po AL (12)
_ﬂ3i ﬁzi _ﬂ]-' ﬁoi

Al definir un sistema de referencia centroidal, es decir,
un sistema referencial que coincide con el centro de masa
del elemento, la matriz de masa del elemento se
simplifica puesto que M;,se hace igual a cero.

Reemplazando en (12) se tiene que para el elemento i:

1r, M 0 ([ ] 1 L
Ti:E[rcgi ﬂ|:||: 0 M;H:H:ﬂl :E(rcgiMRchgi+lHi Meaﬂi)
La funcion lagrangiana total del sistema sera:

4 4

1 .T . T~ ~

L :;Ti :izzl:a(mi Togi * Fogi + 4 GiIHHGiIBi) (13)
Aplicando la regla de la cadena como en (14) para cada

coordenada generalizada se obtiene el primer término de
la expresion (6), siendo de dimensién n x 1.

dfaL)_ofa)dg
dt\ag, ) o\ ag ) dt (14)

El segundo término es el vector columna obtenido de
derivar la funcidon lagrangiana respecto a cada
coordenadas generalizada.

Derivada de la Energia Potencial Elastica. Se obtiene
derivando la energia potencial aportada por el resorte
virtual con respecto a las coordenadas generalizadas:

Esta energia potencial se calcula como:
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Ve =%k(s—so)2 (15)

siendo k la constante elastica del muelle que equivale a
la rigidez de la viga, s la longitud del muelle en un estado
cualquiera y s, la longitud libre del muelle. La longitud
del muelle s en una configuracion cualquiera del
sistema:

S= OFO,F - OFEJ,G = Oros + ORs ) 3F3,F - Oro,4 - OR4 : 4'74,(; (16)
Por lo tanto, la derivada de la energia potencial se obtiene
€omo:

avf =k(s-s, )a—f

0 0 17)

Derivada de la Energia Disipativa. Se determina con la
obtencion de las fuerzas no conservativas que dependen
linealmente de la velocidad. En este caso es la
correspondiente a la funcidn de disipacién de Raleigh del
amortiguador del sistema elastico virtual.
1,

P (18)

donde u es el coeficiente de amortiguamiento viscoso y

S es la derivada de la longitud con respecto al tiempo. Al
derivar se tiene que

dD=p-$-ds (19)
De lo cual:
ab . ds
@ % (20)
siendo por regla de la cadena
g0 _ds di_ds

dt dg dt dg (21)

Vector de Acciones Generalizadas. Este vector agrupa
todas las acciones generalizadas y se obtiene como la
suma de las fuerzas externas y las fuerzas gravitatorias.

Q=Q% + Qg (22)
Las fuerzas generalizadas activas son aquellas acciones
exteriores Fo y Mo aplicados en el elemento 5,
correspondiente a la rueda, equivalen a las fuerzas y
momentos generados por el terreno al neumatico en el
punto de contacto y que son trasladados al centro de masa
de la rueda (punto E de la figura 3). Estas acciones
generan la primera fuerza generalizada, determinada
mediante el principio de los trabajos virtuales como:

SW =Mo" -G, -5, + Fo' -t . (23)

Pz 3 0 52 i i .
Si Ty e =T, + R T ¢, sudesplazamiento virtual es :

" ~ =0
Ste=[1 R, -G, -GSJ-{éﬂj (24)
Comparando la ecuacién obtenida al reemplazar (24) en
(23) con la siguiente expresion se obtiene el vector Q:

oW =Q,, 0% + le5y1 +Qzlc$z1 +Qp01§,601 +..+ Qﬂ3"5,83n

Fuerzas gravitatorias. Las fuerzas gravitatorias estan
constituidas por el peso propio de cada componente del
sistema. Aclarando que estas no han sido incluidas en la
determinacion de la energia potencial al momento
obtener la funcién lagrangiana. Las fuerzas gravitatorias
del elemento i se obtienen como:

0

- 0T,
h = MG 25
Qgrav‘ i9 Gq, ( )

2.3. FORMULACION AUMENTADA

Con la ecuacion de movimiento obtenida se tiene un
sistema de n ecuaciones y n + m incognitas
(aceleraciones y multiplicadores de Lagrange) que no
pueden ser resueltas. Para lograrlo, se aumenta el
sistema, adicionando m ecuaciones, las cuales se obtienen
de las ecuaciones de restriccion, derivando dos veces
respecto al tiempo para expresarlas en términos de las
aceleraciones generalizadas:

(%)

oq dt dt
De esta manera se reorganiza el sistema de ecuaciones:

LWy -

() o
aq

El vector Qg agrupa a las fuerzas de inercia que son
funcién cuadrética de la velocidad

d(G,1) =

2.4. FORMULACION
INTEGRACION

AUMENTADA PARA

Para calcular la evolucién en el tiempo es necesario
realizar una transformacién a un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden de la forma:

donde t es la variable escalar y tanto y como su derivada
son vectores. Para este fin se define un vector de estado Y
como:

s

Diferenciando con respecto al tiempo se obtiene la
siguiente ecuacion de estado de primer orden:

v-|" {ﬂ{f(qiq’t)} (30)
AREIRER

De esta manera el vector de aceleraciones y
multiplicadores de Lagrange se pueden obtener
resolviendo:



Scientia et Technica Afio X1V, No 38, Junio de 2008. Universidad Tecnolégica de Pereira. ISSN 0122-1701 135

Moo [%j ]
- og Q
{q: 0 | 0 =l q (31)
4 g,

(@‘DJ 0 o
oq

con Y como funcién de las velocidades y coordenadas
generalizadas, se procede a su integracion, teniendo en
cuenta que es necesario conocer las condiciones iniciales
de posicion, determinadas mediante Newton Raphson, y
las condiciones iniciales de velocidad que en este caso en

particular son cero debido a que el sistema parte del
reposo.

2.5. ESTABILIZACION DE RESTRICCIONES

Debido a que la inclusidon de las ecuaciones de restriccion
en las ecuaciones de movimiento para la formulacién
dindmica se realiza en forma de ecuaciones de restriccion
de aceleracién (6), no es posible garantizar el
cumplimiento de dichas ecuaciones de restriccion en
velocidad y posicion, siendo ésta Ultima mas critica,
mayor violacion de las ecuaciones a medida que se
realiza el proceso de integracion en el tiempo. Esta
situaciéon obliga a realizar un procedimiento de
estabilizacion de restricciones denominada Estabilizacion
de Baumgarte, que consiste en incluir la ecuacion de
restriccion de posicion y velocidad en las ecuaciones de
movimiento. Gracias a que las expresiones ® =0 y

® =0 se cumplen, es posible sustituir & = 0 por:

b 420 d+p2 D= 0 (32)
siendo « >0y B=0.No existe regla alguna que permita
determinar los valores Optimos de « y g, los cuales

deben ser escogidos de acuerdo al anlisis del
comportamiento de las restricciones en el proceso de
integracion. De esta  manera, se obtienen nuevas
ecuaciones de movimiento que en su forma aumentada
para integracion expresadas de forma similar a (31),
donde d es el nuevo vector que agrupa los términos que
son funcién cuadrética de la velocidad, més la inclusion
de las restricciones en velocidad y posicion:

azdd—2a<Cq-a+Ct)—ﬁz~C (33)

2.6. MODELADO MEDIANTE SOFTWARE DE
SIMULACION

Otra manera de simular el comportamiento de un sistema
multicuerpo consiste en realizar el modelo mediante
softwares de simulacion generados para tal fin. En la
actualidad existe variedad de programas computacionales
que permiten de forma sencilla, rapida y eficaz obtener
analisis de sistemas multicuerpo, desde la simulacion en
el tiempo hasta tareas de control. En este trabajo se
realiza el modelo del sistema mediante el programa de
simulacion multicuerpo ADAMS.

Figura 8. Modelado del sistema mediante ADAMS.
3. RESULTADOS

La integracion numérica de los modelos obtenidos
simbélicamente en el apartado 2.1 se realiza mediante la
funcién ODE15S de Matlab, fijando los errores absolutos
y relativos en 1,0 E-8. El primer paso para validar los
modelos consiste en verificar el cumplimiento de las
ecuaciones de restriccion. En el caso del modelo original,
que no presenta estabilizacién de restricciones, la
evolucion del error es bastante grande para la mayoria de
las ecuaciones de restriccion. En la figura 25 se presenta

dicha evolucion para la ecuacion de restriccion ®5. Asi

mismo, se observa como el error disminuye
considerablemente a un valor casi nulo en el modelo
estabilizado. La determinacion de los pardmetros de
Baumgarte se realiza mediante iteracion, hasta alcanzar
un comportamiento satisfactorio de la cinematica del
sistema. Las mejores respuestas estan dadas para « =50
y f=0.5.

3 " o
X 10 Ecuacion de restriccion @,

estabilizado
sin estabilizacién

error absoluto

0 1 2 3 4 5
tiempo, s

Figura 25. Cumplimiento de la ecuacién de restriccion @, con
el tiempo.

El paso siguiente en la evaluacion de los modelos
simbélicos consiste en comparar los resultados obtenidos
con los entregados por el modelo en ADAMS. En la
figura 26 se presentan las resultados de la simulacion del
sistema multicuerpo para los tres modelos. Se presenta la
aceleracion, velocidad y posicion de la coordenada Yy Z
de la mangueta del vehiculo (elemento 3) en el sistema de
referencia global con respecto al tiempo. Como se
observa, los resultados de la simulacién para el modelo
estabilizado y el modelo en Adams son muy similares lo
que permite evaluar satisfactoriamente el modelo, la
estabilizacion realizada y la escogencia de los valores «

y [ . En el modelo no estabilizado se presenta un buen
comportamiento en aceleracién pero en velocidad y sobre
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todo en posicion los valores se alejan del referente a
medida que se lleva a cabo el proceso de integracion.

x 10

B dz, /dt

—adams
—— sin estabilizacién
—estabilizado

N
T

o

velocidad, m/s

2 I 1 1

0 0.5 1 15 2
tiempo.s
Y3

-0.009

-0.01

-0.011

A
N

A

posicion, m

—adams J
—sin estabilizacion

——estabilizado

-0.012]

-0.013 ‘ .
0 05 1 15 2

tiempo, s

Figura 26. Velocidad y posicion de la coordenadas
generalizadas Z y Y del cuerpo correspondiente a la mangueta
(3) del vehiculo.

3. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se han elaborado dos modelos dinamicos
para un sistema vehicular multicuerpo mediante
procedimientos simbélicos, con la utilizacion de un
programa computacional de &lgebra simbélica (MAPLE).
Su formulacién dindmica se obtuvo partiendo de la
ecuacion de Lagrange y utilizando parametros de Euler
en la asignacion de las coordenadas de orientacion de los
elementos constitutivos del sistema. En el primer modelo
se considera el sistema original sin tener en cuenta la
violacion de las restricciones que pudiesen darse a través
del proceso de integracion. Este modelo ha sido mejorado
posteriormente mediante un método de estabilizacion de
restricciones de Baumgarter adaptado en el segundo
modelo.

Gracias a la aplicacion de los parametros de Euler, como
es conocido en la literatura, se evitan problemas de
singularidad. Pero ademas de esto, del trabajo realizado
queda visto que también  permite  reducir
considerablemente  las expresiones obtenidas en el
modelado multicuerpo  espacial, haciendo dichas
expresiones mas simples, facilmente factorizables y
logrando reducir el costo computacional gracias a que las
matrices manipuladas se hacen mas dispersas.

La complejidad en la obtencién de modelos dinamicos se
ve igualmente reducida mediante la utilizacién del
software de algebra simbdlica, lo que consigue no solo

obtener y visualizar paso a paso cada término de la
ecuacion de movimiento, sino que permite de forma
rapida codificar el modelo dindmico en los cdédigos
propios de diversos programas computacionales para su
solucién numérica. Una vez resueltos numéricamente, los
modelos fueron validados por comparaciéon con los
resultados obtenidos de la simulacion mediante un
programa de simulacién multicuerpo (MSC. ADAMS).
Se observd como el método de estabilizacion de
restricciones de Bamgauter es sencillo de aplicar, ademas
de que permite obtener resultados satisfactorios en el
comportamiento dindmico de los sistemas multicuerpo,
mejorando considerablemente los resultados de la
simulacion para la velocidad y la posicion del modelo
original no estabilizado.
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