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ESTIMACION DE VARIABLES ALEATORIAS USANDO MINIMOS C UADRADOS

Estimation of random variables using squareminimums

RESUMEN

En este articulo se encuentra el mejor estimadoundevariable aleatoriX
dada la variable aleatorM en el sentido de los minimos cuadrados.
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ABSTRACT

In this article finds the best estimator of a randgariableX given the random

variable in the sense of the square minimums.
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1. INTRODUCCION

Uno de los conceptos mas importantes que se estedia
probabilidad por sus diferentes aplicaciones es la
esperanza condicional de una variable aleatoria con
respecto a una descomposicion medible finita o con
respecto a otra variable aleatoria la cual es nedin
respecto a una descomposicion.

En el estudio de la esperanza condicional, coresicies
que tenemos un experimento aleatorio con un espacio

probabilidad(Q, 0, P) y D,,K , D, sonk eventos
tales queD 00 paratodal =1, 2,K , Kk,

k

[1D,; =Q yD nD,; =® paratodd # |, es decir,
i=1
estos eventos forma una particion Qe

Teniendo en cuenta lo anterior vamos a definir la
esperanza condicional de una variable aleatofiacon

respecto a una descomposicion medifle la cual la

denotaremos poE(X‘/\) y este concepto nos permitira
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demostrar un resultado que se presenta en [3lual c

dice: si X, Y son dos variables aleatorias, entonces

inf, E(Y - f(X))

se obtiene paraf " (X) = E(Y‘X), por consiguiente

el mejor estimador d¥ en términos deX , en el sentido

de los minimos cuadrados es la esperanza condiciona
E(Y‘X) una variable aleatoria dada en el sentido de los

minimos cuadrados.

2. ESPERANZA CONDICIONAL CON RESPECTO
A DESCOMPOSICIONES FINITAS

A partir de una variable aleatoria dada y de léinaéon
de probabilidad condicional elemental, si nos sitos en
un espacio de probabilidad finit()Q, , P) y si se

considera una particion medible se puede defina& un
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nueva variable aleatoria, la cual tiene propiedades

interesantes que vamos a desarrollar.

Definicién 1 Decimos que/\ ={D1, D,,A, Dk} es
una descomposicion medible § si D, # @,
D.OA, D,nD;=®siizj, YD =0Q

y P(D,) >0parai = 1,2,/ ,k.

Por lo tanto podemos definir la esperanza conditide

una variable aleatoriaX con respecto a una

descomposicion medibl& , como se presenta en [1] .
k
E(XA)=YE(XD),. ©
i=1
Proposicion ZSea(Q, U, P) un espacio de

probabilidad,/\ una descomposiciéon d@ y Xy

Y variables aleatorias que toman valores en fornitafin

Entonces:

(1) E(aX +bY|A)=aE(X|A)+bE(Y/A) donde
ay b son constantes.

@ E(x/Q)=E(X).

(3) E(dA\) = cdondeces constante.

(4) si X =1, entoncesE(X|A) = P(F|A)

(5) E(E(X|A)) = E(X) propiedad de la doble

esperanza

La demostracion se puede ver en [2].

Definicién 3Sea(Q, ], P) un espacio de probabilidad,

N ={D1, D,,A, Dk} una descomposicion d@ y
Y una variables aleatoria. Decimos g¥i@s

D, —mediblesi Y se puede representar de la forma
K

Y = z Yilp, » donde algunag; pueden ser iguales.
i=1

Proposicion 4Sea(Q, O, P) un espacio de
probabilidad, A\ ={D1, D,,A, Dk} una

descomposicion d€) y Xy Y variables aleatorias que

toman valores en forma finita. Si la variable tldéa
Y es D - medible entoncesE(YX/A) = YE(X|A).
En particularE(X‘/\) = X.

La demostracion se puede ver en [4].

Teorema 5Si /\ una descomposicion d@ y Y una

variable aleatorid\ — medible entonces

E(fMEXY)=E(XIM) @
para toda funcionf = f(Y).

DemostracionComo la variable aleatori¥ es

N\ —mediblees decir,
Y@=2 vl @, O

entonces, aplicandd a'Y , obtenemos
k K
f(Y) = f(zyiloi (w)j =2 Xlp (&) (4
i=1 j=1

dondex; = f(y;), D, ={c¢: f(Y(cc))=xj},
asi f = f(Y) esA\ —medibley
E(f(ME(X|A) = E[E(XF(V)A)  ©)

y por la propiedad de la doble esperanza, finalenent

obtenemos la expresion
E(fMEXIA)=E(XF (V) ©)
Teorema 6Sean X y Y variables aleatorias. La
esperanza condicionaf ( X ) = E (Y ‘X )es
el mejor estimador d¥ , en términos deX .
Demostracion LlamemosG(X) = E(Y - f (X))’
G(X) = E(Y2)-2E(Yf(X)) + E(f (X)?) (@)
por el Teorema 5 tenemos que
E(Yf(X)) = E(f (X)E(Y‘ X)) por lo tanto
G(x) = E(Y2)-2E(f () E(Y| X))+ E(f (X)?). ©®

Como queremos hallar el minimo, derivan{®$X) .
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dG(X) [4] D. Williams. Probability Theory with Martingales.
X

- 2E(f (Of '(X)) - 2E(f '(X)E(Y‘ X)) Cambridge University Press, 1997.

+ 1 OE (Y X). ©)
Ahora como E(Y‘ X) = Zn: Y; P(Aj ‘ Dy ) donde D,
I

es la descomposicion inducida por la variafle
entoncesE'(Y‘ X) =0.
Asi, igualando a cero la derivada @e , tenemos
E(f(X)f'(X))-E(f'(X)E(X))=0. @0
Por linealidad
E(f(x) £ (X) - f'(X)EMVX))=0 @Y

de donde

E(f'x)(f(x)-E[Yx))=0 @2
y se tiene que

£(x)(f(x)-EWx))=0 @3

por lo tanto f (X) = E(Y‘X).
Asi que, f(X) = E(Y‘X) es el mejor estimador dé

en términos deX en el sentido de los minimos
cuadrados.

3. CONCLUSION

La esperanza condicional de una variable aleadada
con respecto a otra , se puede interpretar commejelr

estimador en el sentido de los minimos cuadrados.
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