Scientia et Technica Afio X1V, No 38, Junio 2008. Universidad Tecnoldgica de Pereira. ISSN 0122-1701 321

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES MATRICIALES LINEALES DE
SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES VARIABLES

Solution matrix linear differential equations second order with coefficients variable

RESUMEN

En este articulo se construye la solucién analitico numérica de la ecuacion
X"+A(t)X'+B(t)X =0,

A(t), B(t) e C"™"son funciones analiticas en un entorno

diferencial lineal matricial
coeficientes

| t|< a, dando cotas para el error de truncamiento.

ABEL E. POSSO AGUDELO
Matematico.

PhD. Ciencias Matematicas
Profesor Titular

Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias Basicas
Universidad Tecnoldgica de Pereira
possoa@utp.edu.co

donde los

PALABRAS CLAVES: Ecuacion diferencial, funcion analitica, error de

truncacion, desigualdades de Cauchy.

ABSTRACT

This paper deals with the equation differential

A(t), B(t) e C™

X +A@)X +B(t)X =0, where

functions in | t|< a, given truncation error bounds.
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1. INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales matriciales aparecen en
muchos problemas cientificos y técnicos. Aparte de casos
especiales, las ecuaciones diferenciales matriciales no
pueden ser resueltas en forma cerrada lo cual motiva la
busqueda de soluciones aproximadas.

En éste articulo se utiliza la expansion en series para
construir  soluciones aproximadas de la ecuacién
diferencial

X" +At)X +B(t)X =0, @
donde A(t), B(t) e C™" son funciones analiticas en un

entorno | t|< a.

2. SOLUCION EN SERIES

Puesto que las funciones A(t) y B(t) son funciones

analiticas entonces se pueden expresar en series de
potencias. Sean
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Alt) =D At B) =) Bt |tl<a

k>0 k>0
Consideremos que la solucién de (1) esta dada por la serie
X() =) Ct", )
k>0

donde los coeficientes C, son matrices cuadradas de

orden n que hay que determinar.
Derivando (2) se obtiene
X'(t) =D (k+1)C, ",
k>0
X"(1) =Y (k+1)(k +2)C,,t*.
k>0

Reemplazando en (1) se obtiene
k

2 k+D(k+2)C,t + > QAT+ )"

k>0 k>0  j=0
k

+Z (Z B, ,C)t“=0
k>0  j=0
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Igualando los coeficientes de potencias del mismo grado
obtenemos la siguiente relacion de recurrencia

S

(k+D)(k+2)C,,, =3 [A;(i+1C;,+B_,C; ], ©®
=0

con C, y C, arbitrarios.

Por las desigualdades de Cauchy (ver [11], p4g 84) existe

una constante L > Otal que
Al Bls 0<p<a iz0 @

Tomando normas en (3) se obtiene

(D42l < X[ +D]A S,

Por (4) se tiene que

(k+D(k+2) ||Ck+2

<L Sl @

Sea {7, }»o 2 sucesion de nimeros reales definida de la
relacion de recurrencia

L <&y -
(4K + 21 = 2 (071047, Jo' 4 Lrap > ©
=0

Parak>2, y 5 =|C|. xn=|C]|-
De (5) y (6) resulta que

IC| <7 para  k=0. @)
La ecuacion (6) se puede escribir como

L &2 .
k=D =5 2 [ (4047 o + e, @
j=0

y como

L k-1
kK(k+Dy,.. = k )

j=0

[(J+1)7/]+1+7J:|p +L}/kp (9)

Multiplicando (9) por p vy simplificando con (8)
obtenemos
(k(k=D)+kpL+p°L)y,

a= (10)
Het k(k+1)p
Puesto que
k+1
I|m—7/k+l| | :m
k— Y | t | e,
entonces, por el criterio del cociente, se tiene que
> ytc convergepara |t|<p<a.
k>0
es

Como “Ck“s;/k entonces la serie Z"Ck"t"
k>0
convergente para | t | <a.

3. ERROR DE TRUNCACION

+[B i)

A continuacion se obtiene una cota para el error que se
comete al aproximar la solucion de la ecuacién (1)
mediante la suma finita

X(t,m)=> X", 0<t<y<d, X,=C,, X, =C,, (11)
n=0

donde los coeficientes X estan dados por la formula de
recurrencia

(n+D)(n+2)X,,, = —Zn“[/sm(k +) X + B X ] (12
k=0

Sea M, una constante positiva tal que

méx{ supl[A®]. - supB()] }em,. (13)
<t<a <t<a
Sea M, una constante positiva tal que
Sup||X () [| < M,. (14)
O<t<a

Por las desigualdad de de Cauchy se tiene que
A< e II/%II< ,0<y<t,<5,n=0 (15

De (12) y (15), los nimeros ¢, =[X,| satisfacen la
desigualdad

« M 3 16
Aoz = (n+D(n+2); ;[(kﬂ)(%ﬁwk]tl' nz0. (19

Luego, para 0 <t < y se tiene que

DXt <

n=m+1

[X(t)—X(t,m)| =

2 1%l

nzm+1

Por (16) se tiene que
peo-xamjs ¥ -t (Sca, alt (D)

Por las desigualdades de Cauchy en el intervalo [0,t"],

con t" = 4 | setiene que
_ M 2
¥, 0=
luego
Pt <M, (tt—l) (18)

b
;(pnti <M. /y)z (19)

b
Z(n+1)¢n+lt1 (1 /y)z (20)

De(17); (18), (19) y (20) se tiene que

My MBI )6+ A k)on
<> W(;[(k+l)¢k+l+¢k]tl 7

n=m+1

para O<t<y.
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4. CONCLUSIONES

La construccion de la solucidn en series de la ecuacion
(1) cuando los coeficientes son analiticos se encuentra en
algunos libros sin dar cotas para el error de truncacion de
la serie. Con la cota del error de truncacién dada en la
seccion 3 de este articulo se puede determinar apriori el
nimero de términos de la serie solucion que se deben
tomar para garantizar aproximaciones de la solucién con
la precision que se necesite en un determinado proceso.
Es decir, dado & >0 se puede usar la acotacion del error
de truncacién para determinar el menor entero positivo
m para el cual se satisface la desigualdad

IX () - X (t,m)|<e.
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