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APLICACION DE TECNICAS DE OPTIMIZACION COMBINATORIAL A LA SOLUCION
DEL SUDOKU

Combinatorial optimization techniques applied to Sudoku’s solution

RESUMEN

Se presenta el Sudoku como un problema de optimizacién combinatorial de
unica solucion y se propone un modelo matematico que lo representa. Se aplican
las técnicas de optimizaciéon combinatorial Busqueda Tabu y Algoritmos

Genéticos en varios casos de prueba.

PALABRAS CLAVES: Sudoku, problema de optimizacidon, optimizacién
combinatorial, técnicas de optimizacion, Busqueda Tabu, Algoritmos Genéticos.

ABSTRACT

The Sudoku is presented as a unique solution NP-hard optimization problem and
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its mathematical model is proposed. Optimization Techniques Tabu Search and

Genetic Algorithms are used to solve Sudoku’s problem, showing results on

several test cases.
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1. INTRODUCCION

En las ciencias aplicadas al igual que en el conocimiento
tedrico, existen problemas de optimizacion lineal o no
lineal con variables continuas o enteras. Cuando las
dimensiones y la complejidad matematica del problema son
grandes, aparece un fendomeno denominado explosion
combinatorial, debido a la gran cantidad de soluciones
factibles e infactibles que aparecen [1]. En la practica, las
técnicas exactas no puedan ser aplicables para su solucién
debido al gran tiempo de computo necesario. Estos
problemas se conocen como problemas tipo NP (non-
deterministic polynomial time) completo y no se puede
encontrar un algoritmo que los resuelva en un tiempo de
computo polinomial.

El Sudoku, es un pasatiempo de ubicacion de nimeros en
una cuadricula dividida en filas, columnas y subcuadros
que visto como un problema de optimizacién presenta el
fenémeno de explosion combinatorial, sus variables no son
continuas y en la mayoria de los casos tiene solucion Unica.
Estas caracteristicas lo ubican en la categoria de los
problemas NP completos.

Aunque este juego carece de utilidad practica, hace parte de
una clase de problemas de gran interés practico conocidos
como problemas de satisfaccion de restricciones (constraint
satisfaction problems) con explosiéon combinatorial y es un
caso de prueba que permite verificar la eficiencia de los
algoritmos exactos de optimizacion y métodos de
computacion blanda
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En este articulo se resolvera el problema del Sudoku
mediante  técnicas de optimizacién combinatorial.
Inicialmente, se presentard el Sudoku como problema de
optimizaciéon y se plantearda un modelo matematico,
posteriormente, se utilizardn dos técnicas de optimizacion
combinatorial, una técnica evolutiva (algoritmos genéticos)
y una técnica basada en memoria adaptativa (busqueda
tabu) para encontrar su solucion.

2. SUDOKU

Sudoku es un pasatiempo originario de Estados Unidos que
se popularizd en Japén en 1986 y se dio a conocer en el
ambito internacional en el 2005. El objetivo es llenar una
cuadricula de 9 x 9 celdas (81 celdas), dividida en
subcuadros de 3 X 3, con las cifras del 1 al 9, partiendo de
algunos numeros ya dispuestos en algunas de las celdas.
Ademads, cada nimero de la solucién aparece so6lo una vez
en cada fila, columna y subcuadro, de ahi el "los nimeros
deben estar solos" que evoca el nombre del juego [2].
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Figura 1. Sudoku
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En el Sudoku, la cuadricula mas comun es de 9 x 9 con
regiones de 3 x 3, aunque también se utilizan otros tamafios
(n x n con regiones de \n x \n,). Las regiones no tienen qué
ser cuadradas, aunque generalmente lo son.

Normalmente el Sudoku se clasifica en niveles de
dificultad, segn la relevancia y posicion de los numeros
iniciales y no de la cantidad de estos. Efectivamente, la
cantidad de nimeros dados apenas afecta la dificultad del
Sudoku e incluso puede no afectar en absoluto ya que un
Sudoku con un minimo de niimeros iniciales puede ser muy
facil de resolver y uno con mas numeros de la media puede
ser extremadamente complicado de resolver. Ademads, se
dice que un Sudoku esta bien planteado si la solucién es
unica.

Para los programadores es relativamente sencillo construir
algoritmos de busqueda por los métodos de backtracking
[3], divide y venceras, fuerza bruta, programacion dindmica
o algoritmo voraz. Aunque lejos de la eficiencia
computacional, estos métodos encontrarian la solucién si se
permite infinito tiempo computacional, especialmente en
juegos de alto orden (n=16, n=25). Algunos algoritmos
usan los numeros dispuestos para implementar métodos de
eliminacion, llenando las celdas vacias con todos los
posibles nimeros que podrian ir [4]. Estos algoritmos,
como cita el autor, sirven para la solucion de Sudokus de
nivel de dificultad sencillo y moderado.

Para la solucién del problema han sido utilizados métodos
mas eficientes, como, “Forward Checking (FC)”, “Limited
Discrepancy Search (LDS)” [5], “message-passing” [6],
“SAT-based solver” (7], “ASP-Answer Set Programming”
[8], entre otros.

Las técnicas de optimizacion combinatorial han sido poco
usadas para la solucion del sudoku [9], aunque podrian ser
aplicables que ya son técnicas que encuentran soluciones de
buena calidad en tiempos de cdémputo razonables. La
dificultad en el uso de estas técnicas es que no aseguran el
optimo global en un problema que tiene soluciéon Unica
(caso del Sudoku), razén por la cual este problema se
convierte en una forma de validar la eficiencia de las
técnicas de optimizacién combinatorial.

2.1 Complejidad Matematica del Sudoku.

Aunque no se sabe a ciencia cierta los origenes del Sudoku,
se presume que su antecesor es el denominado “Latin
square”. El “Latin square”, en un cuadrado de n x n que se
llena con n simbolos tal que cada simbolo aparece solo una
vez en cada fila y en cada columna. El cuadro aparecié en
el siglo XVIII y es atribuido al matematico Leonhard Euler
(1707 - 1783). Latin square de orden 1, existen 1, de orden
4, 576 pero de orden 9 existen
5.524.751.496.156.892.842.531.2254.600. [10]

La diferencia entre el Sudoku y el Latin square es la
division en subcuadros de Vi x Vn del Sudoku y la
respectiva restriccion de presencia de simbolos en cada
subcuadro. Esta restriccion, hace que la cantidad de posibles
Sudokus, sea ldégicamente menor. Se ha estimado que la
cantidad de Sudokus para el orden 1, es 1, para el orden 4,
es 288 y para el orden 9, 6.670.903.752.021.072.936.960
[10,11].

Sin importar la cantidad de Sudokus completos (que
cumplen las restricciones de filas, columnas y sub-cuadros)
que existen, la dificultad matematica radica en la explosion
combinatorial que presenta un Sudoku con determinada
cantidad de nimeros iniciales (pistas), es decir, entre menos
pistas tenga el Sudoku, mayor es el espacio de soluciones
(factibles e infactibles) que existen (tabla 1), aunque como
se expresd anteriormente, un Sudoku bien planteado debe
tener solucion Unica.

Pistas | Cuadros en blanco | Espacio de soluciones
75 6 5,3144E+05
70 11 3,1300E+10
65 16 1,8530E+15
60 21 1,0942E+20
55 26 6,4611E+39
50 31 3,8152E+44
45 36 2,2528E+49
40 41 1,3303E+54
35 46 7,8552E+58
30 51 4,6384E+63
25 56 2,7389E+68
20 61 1,6173E+73
15 66 9,5500E+77
10 71 5,6392E+82

5 76 3,3299E+87
0 81 1,9663E+92

Tabla 1. Espacio de soluciones segun la cantidad de pistas para el
Sudoku de orden 9.

Por lo tanto, dadas una cantidad de pistas (Xp), el espacio de
soluciones (Es) es igual a:

Es= 9% (1)

Como se observa en la ecuacion, el problema del Sudoku
presenta el fenomeno de explosion combinatorial, lo cual
significa que un incremento en las variables de decision,
aumenta el espacio de soluciones y el esfuerzo
computacional.

Se ha demostrado [12] que el problema de solucionar un
Sudoku pertenece a la categoria NP completo, problemas
cuya complejidad no es polinémica, por lo tanto (en teoria)
no se puede construir un algoritmo que los resuelva en un
tiempo polinémico.

En cuanto a la existencia de solucién unica, no ha sido
posible demostrar cual es la cantidad minima de pistas que
debe tener un Sudoku para garantizar soluciéon Ttnica,
aunque es facil determinar que con 78, 79 y 80 pistas se
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garantiza solucion Unica. Respecto a 77, en [10] se muestra
dos posibles soluciones para un Sudoku.

3. ElI SUDOKU COMO
OPTIMIZACION

PROBLEMA DE

El Sudoku como problema de optimizacion, consiste en la
minimizacion de la cantidad de numeros repetidos entre 1 y
n, en filas, columnas y subcuadros de una matriz (M)
representadas, dichas repeticiones, como los elementos del
conjunto 4. Por lo tanto, el objetivo es minimizar la
cantidad de elementos presentes en ese conjunto
(cardinalidad de A).

minimizar Cardinalidad (A)

i.j)  M(f0)=M(f,j)ni#]
v M (i,c)=M (j,c)ni#j
A=] (M@ j)=M(hk)AGi#hv j=k) &Y
Un i =1 e B

ij fichkell...n] M :matrizde juego

4. SOLUCION AL
BUSQUEDA TABU

SUDOKU MEDIANTE

Busqueda Tabu [13], es una técnica de optimizacién
combinatorial que proviene de la inteligencia artificial y
usa conceptos de memoria adaptativa y exploracion
sensible. Esta técnica resuelve problemas del tipo:

min  f(x)

s.a. xe X

)

donde f'es una funcion general, lineal o no lineal, y X es un
conjunto de restricciones lineales o no lineales. Las
variables x pueden ser de naturaleza continua, entera o
mixta. La exploracion sensible de Busqueda tabu se basa en
la idea de que una mala decisiéon hecha por una estrategia
produce mas informaciéon que una buena selecciéon hecha de
forma aleatoria. Busqueda Tabu implementa una estrategia
de busqueda local para explorar de forma eficiente el
espacio alrededor de una configuracion. Cada solucién
tiene asociado un conjunto de soluciones vecinas llamada
vecindad. Con la estructura de vecindad dada, la busqueda
local permite pasar a la mejor configuracion vecina, o en el
caso de que la configuracion actual sea la mejor, se pasa a
la menos peor, donde se aplica nuevamente busqueda local
sobre la nueva vecindad en busca del 6ptimo. Debido a que
en cada paso se deben analizar todos los vecinos (o un
conjunto reducido que sigue siendo grande), Busqueda
Tabt es un método de alto costo computacional.

Un algoritmo de Busqueda Tabu completo utiliza técnicas
de exploracion y de memoria avanzadas, como: memoria de
corto y largo plazo, estrategias de intensificacion,
diversificacion, oscilacion estratégica, path relinking y lista
de configuraciones de élite, entre otras [13].

4.1 Algoritmo de Bisqueda Tabu Aplicado a la Soluciéon
del Sudoku

La configuracioén inicial se genera llenando cada columna
con los numeros faltantes, de tal manera que por columna
no se repitan numeros. Esta configuraciéon inicial
normalmente no cumple con las condiciones por filas y
subcuadros.

El vecindario para una configuracion se define segun las
siguientes estrategias:

e Cambiar un numero repetido en una columna por un
numero que falte en esa columna.

e Cambiar un numero repetido en una fila por un numero
que falte en esa fila.

e Cambiar un nimero repetido en un subcuadro por un
numero que falte en ese subcuadro.

e Intercambiar los nimeros de dos celdas en una misma
columna.

e Intercambiar los nimeros de dos celdas en una misma
fila.

En lugar de evaluar la funcién objetivo recorriendo el
cuadro completamente para analizar el numero de
repeticiones por filas, columnas o subcuadros, se realiza una
estimacion de la variacion de la funcion objetivo para un
vecino partiendo de la funcioén objetivo de la configuracion
actual, con lo que se consigue un gran ahorro en tiempo
computacional. La estimacion de la funciéon objetivo se
efecttia de acuerdo al tipo de variacion hecha para llegar a la
configuracién vecina.

5. SOLUCION AL SUDOKU
ALGORITMOS GENETICOS

MEDIANTE

Los algoritmos genéticos son una técnica de busqueda a
través de configuraciones (espacio de soluciones del
problema), que inicialmente fue idealizado usando los
mecanismos de la evoluciéon y de la genética natural [1].

Este algoritmo, en su forma basica, inicia con la seleccion
de una poblacion inicial (conjunto de configuraciones
iniciales). Luego se realiza un proceso de seleccion entre las
configuraciones para darles el derecho de participar en la
generacion de nuevos descendientes, posteriormente, se
forman parejas para ser sometidas a un proceso de
recombinacion (crossover) y finalmente se realiza un
proceso de mutacion que altera los elementos de algunas
configuraciones. Este proceso tiene como finalidad generar
diversidad en la poblacion vy estd controlado por un
parametro denominado tasa de mutacion el cual determina
cuantos cambios se realizaran sobre la poblacion. Después
de este proceso, se tienen los elementos de la nueva
generacion. El buen desempefio del algoritmo genético
depende en gran medida, de la selecciéon adecuada de los
parametros de control (tamafio de la poblacién inicial, tasa
de recombinacién y tasa de mutacion) y la forma en que se
realizard la seleccion, recombinacion y mutacion.



154 Scientia et Technica Ano X111, No 37, Diciembre de 2007. Universidad Tecnologica de Pereira.

5.1 Algoritmo Genético Aplicado a la Solucién del
Sudoku

El algoritmo genético en su forma basica aplicado a la
solucion del Sudoku considera las siguientes etapas:

A. Codificacion del problema
Cada configuracion del problema es una matriz con
numeros entre 1 y n, como se muestra en la figura 2.

712(4]8[3]|7]2]6](5
6/8[8]9|1[3]5[2|4
41213]6(8[1]4[1]5
4(3[1]5]1(5]7]4]|3
S5[1(2]9[9(1]4]3]|2
719(51319(8]1]6]3
212|917|1(6]8[9]2
2(4(2]16(9(3]2]9]|3
3(11214(7(4]17[5(2

Figura 2. Codificacion del problema

B. Poblacion inicial

La poblacién inicial es generada de forma aleatoria. Para
cada celda en blanco del problema, se genera un numero
aleatorio entre 1 y n. El proceso se repite para cada
configuracion de la poblacion.

C. Calculo de la funcion objetivo

La funcion objetivo de cada configuracion, debe reflejar la
cantidad de ntimeros repetidos en cada fila, columna y
subcuadro, dado que computacionalmente es ineficiente
contar repeticiones, la funcién objetivo se calculd
determinando los numeros que faltan en filas, columnas o
subcuadros (figura 3). La funciéon objetivo de cada
configuracion es la suma de los faltantes en filas columnas
y subcuadros (Fo = 79). De esta forma se determina la
mejor configuraciéon encontrada y se almacena como
incumbente.

7(2(4]8(3|7]2]|6|5] 2
618[8]9[1]|3]5]2/4] 1
41213]6(8|114[1|5] 2
4|3[1|5[1|5]7]4(3] 4
511(2]9]9]1]4[3[2| 3
7191513(19/8]1]6(3] 2
212(9]7|1]6])8|9]2| 3
2141(2]6(1913]2]9(3] 4
31121471417 ]5(2] 3
Faltan 332242325

FaltanSubC 3 3 4 2 4 3 4 3 3

Figura 3. Calculo de la funcion objetivo.

D. Proceso de seleccion
El proceso de seleccion es proporcional y realizado
mediante el método de la ruleta, para esto se utiliza una
funciéon de adaptacion que garantiza selectividad y
transforma el valor de funcién objetivo original de
minimizacién a maximizacion.

Fa, =max(Fo) k- Fo, 4)
donde:
Fa;: Funcion de adaptacion del individuo i-ésimo.
Fo . Vector funcion objetivo de los individuos.

Fa;: Funcion objetivo del individuo i-ésimo.
k: Tasa de adaptacion (k >1).

E. Proceso de recombinacion

El proceso de recombinacion se realizé de tal manera que se
conservaran las mejores caracteristicas de los padres.
Debido que en el proceso la poblacion se mantiene
constante, cada pareja de padres tendra dos hijos: el
primero, tendrd los mejores subcuadros de los padres, es
decir, aquellos subcuadros que presentan menos
repeticiones; el segundo tendra las mejores filas o columnas
de los dos padres, seleccionado de forma aleatoria con igual
probabilidad de ocurrencia.

F. Proceso de mutacion

El proceso de mutacion se realizd para generar diversidad
ya que la soluciéon normalmente es tinica y se debe realizar
una buena exploracion del espacio de soluciones. Cuatro
tipos de mutacion fueron realizadas, controladas por
probabilidades, segun el problema: intercambio de dos
elementos en una fila, intercambio de dos elementos en una
columna, intercambio de dos elementos en un subcuadro y
reemplazo de un numero del individuo por otro numero
generado de forma aleatoria entre 1 y n (figura 4).
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Figura 4. Tipos de mutacion

Adicionalmente, para no perder el rastro de btisqueda, si en
la nueva poblacion no hay un individuo mejor o igual a la
incumbente, se reemplaza el peor individuo de la poblacion
por la mejor soluciéon encontrada. En caso de que el
algoritmo genético no encuentre la solucion, el proceso para

cuando un numero predefinido de iteraciones
(generaciones) es alcanzado.
6. CASOS DE PRUEBA Y RESULTADOS
214 7 3 9 1
6 7 1
31618 41115 4 8
41311 5 9 7 2
5 32 8 6
719 6 3 6 5
2 91711 8 116]8 4 9
4 913 9 7
311 41715 4
Caso 1 Caso 2

Figura 5. Casos de prueba
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314 9 1 4 6 2
1 214 3 4 5

7 1 9 71416
4 318 7 819 7
91511 617 2 311
6 418 9 3 418
6 4 61118 2

5 312 1 7 1
1 8 213 8 7 9
Caso 3 Caso 4

Figura 6. Casos de prueba

Las metodologias propuestas se probaron en cuatro
sistemas de prueba con “diferente nivel de dificultad”.

6.1 Solucion mediante la técnica Busqueda Tabu

Se implement6 una estructura de memoria de corto plazo
para prohibir movimientos que involucraran celdas
cambiadas recientemente. Para cada configuracion se
creaba la lista de mejores movimientos a configuraciones
vecinas, escogiéndose la mejor que no estuviera prohibida
(estado tabu).

El mejor resultado se obtuvo cuando se definia el
vecindario usando un numero de iteraciones determinado,
primero para cambios de numeros repetidos en filas,
columnas y subcuadros, luego un numero de iteraciones
efectuando intercambios por columnas y finalmente
haciendo intercambios por filas.

Parametros Busqueda Tabu
Tamafio lista tabt 30
Valor tabu 20
Iter. # repetidos 1
Iter. intercambios columnas 10
Iter. intercambios filas 10

Tabla 2. Parametros para el algoritmo Busqueda Tabu.

El numero de iteraciones necesarias para encontrar la
solucion fue: caso 1, 637; caso 2, 782; caso 3, 1001; caso 4,
424,

Funcién Objetivo
80 r

70 E

60 4

50 4

40 q

30 4

201 ]

10l Caso 4 Caso1 Caso2 Caso3

0 L il Iid [ LA
200 400 600 800 1000 1200
Iteraciones

Figura 7. Convergencia del algoritmo Biisqueda Tabil.

6.2 Solucion mediante el Algoritmos Genéticos
Se presenta la solucion a los casos de prueba de dos formas:

A. Pardametros iguales para los cuatro casos

Se ejecutd el algoritmo descrito con los siguientes

paradmetros:

Semilla 13

Poblacién Inicial 16

Taza de cruzamiento 90%

Cantidad de mutaciones 15
Mutacioén en filas 0%
Mutacién en columnas 10%
Mutacion en cuadros 50%
Mutacion de elementos | 40%

Tabla 3. Parametros para el algoritmo genético.

Para cada caso se encontré la solucién, con la siguiente
cantidad de iteraciones: caso 1, 4457; caso 2, 6979; caso 3,
29659; caso 4, 9268. En la figura 8 se observa el proceso de
convergencia para cada caso.

Funcién Objetivo
65
60 -
55
50
45
40

35
30

20 Casol Caso2 Caso3 Casod

1 T T -
5.000 10.000 15.000 20.000 25.000
tteraciones

Figura 8. Convergencia del algoritmo genético

B. Pardametros especiales para cada caso

Una de las principales caracteristicas de los algoritmos
genéticos es que para cada problema, sus parametros deben
ser ajustados, de tal manera que sea eficiente en la solucion.

La solucion del caso 1 se obtiene de forma mas eficiente
(1792 iteraciones) con los siguientes parametros:

Semilla 1
Poblacion Inicial 10
Taza de cruzamiento 90%
Cantidad de mutaciones 15
Mutacion en filas 0%
Mutacion en columnas 33%
Mutacion en cuadros 33%
Mutacion de elementos 34%

Tabla 4. Parametros para el algoritmo genético

Con los anteriores parametros, modificando solo la semilla
(Semilla = 8), la solucion del caso 3 se obtiene en 3490
iteraciones:
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Funcién Objetivo

60
55
50
45
40
35
304
25

t T T 1 ' t
500 1.000 1.500 2.000 2500 3.000
tteraciones

Figura 9. Solucion a los casos 1 y 3 con parametros particulares

7. CONCLUSIONES

Se plantea el sudoku, como un problema de optimizacion
que presenta caracteristicas de alta complejidad matematica
como la explosion combinatorial, la presencia de variables
enteras y la existencia de solucion unica y se propone un
modelo matematico.

La estrategia de busqueda local que implementa Busqueda
Tabu permite salir de configuraciones que tienen pocas
repeticiones pero en las que pequefios cambios muestras un
empeoramiento en la solucion (Optimos locales). Al
prohibir movimientos en celdas modificadas recientemente
se consigue escapar de esos 0ptimos locales.

El mejor desempeio de la soluciéon con Busqueda Tabt se
obtuvo al implementar varias definiciones para el
vecindario, usando cada wuna para generar nuevas
configuraciones durante un numero de iteraciones y luego
cambiandola por otra; con esto se consiguid resolver
problemas por columnas, filas o subcuadros concentrandose
en uno a la vez.

Se consigui6 ajustar los parametros de Busqueda Tabu para
resolver los distintos casos presentados, de tal forma que
fueron resueltos en un numero relativamente bajo de
iteraciones.

El proceso de cruzamiento empleado por el algoritmo
genético, da prioridad a las mejores configuraciones y
extrae sus mejores atributos para generar la nueva
poblacion. Este comportamiento hace que el método no se
desvie y siempre trate de mejorar la soluciéon durante el
proceso de busqueda

Dado que el problema presenta un gran espacio de
soluciones, los diferentes procesos de mutaciéon realizados
permiten una amplia exploraciéon sin perder el rastro del
optimo global.

Los procesos de recombinaciéon y mutaciéon empleados en
el algoritmo genético presentan una relacién apropiada

entre diversidad e intensificacion en la busqueda de la
solucion.

Debido a la naturaleza aleatoria del algoritmo genético y la
inicializacién realizada para este problema (iniciacion
aleatoria), la semilla que genera la secuencia de niimeros
aleatorios se convierte en un parametro mas del algoritmo
ya que en el proceso de inicializacion es la que determina el
punto de partida para el proceso de optimizacion.

Aunque es posible determinar parametros para que el
algoritmo genético soluciones casos diferentes, el mejor
desempefio se obtiene cuando el algoritmo es parametrizado
para cada caso.

Se comprobd que las técnicas combinatoriales son
herramientas que mediante diferentes estrategias o procesos
de exploracion, seleccion e intensificacion tienen la
capacidad de encontrar 6ptimos globales.
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