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ANALISIS DE LA SEPARABILIDAD LINEAL DE UNA BASE DE DATOS

Data base linear separability analysis

RESUMEN

En este articulo se presenta un analisis de diferentes técnicas (algoritmicas y
estadisticas) para auscultar la separabilidad lineal de clases en una base de datos.
Para una base de datos generada artificialmente se describen y analizan las
siguientes pruebas de separabilidad lineal: algoritmo de Schlesinger-Kozinec,
analisis discriminante lineal y andlisis de conglomerados.

Finalmente se discute con base a la informacion resultante al aplicar cada una de
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las técnicas descritas los alcances de cada una de ellas.
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analisis discriminante lineal, analisis de conglomerados.

ABSTRACT

In this article is presented a comparative study between different methods
(algorithmical and statistical) that allow determining thelinear class separability

in a database.

The following linear separability methods are described and analyzed:
Schlesinger-Kozinec’s algorithm, linear discriminant analysis and cluster

analysis.
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Finally, the results and scope of each previously described methods are

discussed.
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1. INTRODUCCION

Un sistema de clasificacion automatica de patrones
consta principalmente de las siguientes etapas [1]:

e Adquisicién
Bases de datos
Preprocesamiento y/o segmentacion
Extraccion de caracteristicas
Seleccion de caracteristicas
Validacién y entrenamiento
Clasificacion final
La conformacion de las bases de datos consiste
bésicamente en tomar todas las sefiales recolectadas en la
etapa de adquisicion y remitirlas a un especialista en el
tema que se estd tratando con el objeto de que sean
etiquetadas para su posterior utilizacioén en las etapas de
extraccion de caracteristicas, entrenamiento y validacion.

Lo anterior hace énfasis en la importancia de tener un
amplio conocimiento de la estructura y composicion de
una base de datos en un proceso de clasificacion
automatica de datos. La clasificacion de datos esta
intimamente ligada a los problemas de separabilidad.

De lo anterior la importancia de auscultar y precisar el
alcance de diferentes técnicas que permitan investigar la
separabilidad de una base de datos.

Este articulo describe y analiza las siguientes pruebas
algoritmicas y estadisticas de separabilidad lineal:
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algorithm, linear

algoritmo de Schlesinger-Kozinec, analisis discriminante
lineal y andlisis de conglomerados.

Finalmente se discute con base a la informacion
resultante al aplicarlas a una base de datos generada
artificialmente los alcances de cada una de ellas.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS
2.1 Separabilidad lineal

Una variable y (variable dependiente, clase, o salida)
depende de un conjunto de p variables independientes.
(*4.0.xp). Estas variables toman valores en los

conjuntos Xy Y respectivamente, donde los Y indican
la pertenencia del conjunto X en una u otra clase en

particular {—1,1} [2].

El problema es determinar una regla, de la forma
y=fx)

para el valor de y observado correspondiente a un x € X.

Este problema es comun en areas tales como la
clasificacion automatica de patrones [2].

Un conjunto de datos se dice que es linealmente
separable si existe un hiperplano que separe
efectivamente los datos pertenecientes a cada una de las
diferentes clases, de lo contrario se dice que la base de
datos no es separable linealmente.



528 Scientia et Technica Ano X111, No 37, Diciembre de 2007. Universidad Tecnologica de Pereira.

2.2 Algoritmo de Schlesinger-Kozinec [3]
El hiperplano de separacion Optimo entre los conjuntos
X, , X; esta determinado por los puntos més cercanos de

las regiones convexas Xy, X; ver figura 1. Esto es

W' =wi - o, (1)
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Figura 1. Ejemplo de los puntos mas cercanos de dos
areas convexas

Donde @ representa un vector normal al hiperplano y el

margen de un hiperplano separador es la distancia entre
los puntos mas cercanos la cual esta dado por la ecuacioén

2)

N . co. lw xit—8 . {w Xt -8
mlw, 8) = min (rr.\ml-E;iL &
Y el hiperplano de separacion 6ptimo {w®, x} = 8° que

maximiza el margen esta dado por la ecuacion (3).

(w®,8%) = max miw, 8)
L,

)

Un hiperplano de separacion z-Optimo satisface ademas

la siguiente ecuacion:

mlw*,8%) —m(w. 8) <= 4
Donde
1 ; .
6° =5 (lwill* = llez 1I%)
)
(wiw) = min _ llew —wll

wy Ry, woely

El  algoritmo de  Schlesinger-Kozinec  busca
iterativamente los puntos mas cercanos de las regiones
convexas Xy, X; hasta que la condicion de z-optimalidad

sea alcanzada.
La condicién de z-optimalidad m{ew®, 8°) — m(w,8) < ¢

se alcanza si se cumple [2] la condicion dada en la
ecuacion (6).
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En la figura 2, se muestra un ejemplo de un hiperplano de
separacion Optimo y uno £-6ptimo [2].
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Figura 2. Hiperplano de separacion 6ptimo y z-6ptimo

2.3 El Analisis discriminante

En el andlisis discriminante [4] se persigue obtener una
serie de funciones lineales (llamadas funciones
discriminantes) a partir de las variables independientes
que permitan interpretar las diferencias entre los grupos y
poder clasificar posteriormente a un nuevo individuo
cuyo grupo se desconoce para en funciéon de un resultado
numérico, ser asignado a alguna de las subpoblaciones
(grupos) definidos previamente por la wvariable
dependiente.

La funcion discriminante de Fisher D, se obtiene como
una funcién lineal de k variables explicativas como:

D= ?-‘1-7(1 + u:X; + -+ U;k’h (7)

El problema matematico consiste en obtener los
coeficientes de ponderacion uj, que mejor permitan
diferenciar los individuos de un grupo del otro. Si
consideramos que existen n observaciones, se puede
expresar la funcion discriminante para cada una de las n
observaciones como en la ecuacion (8)

D; = uglXy; +u Xpp ++upky; i=12,...n ()
D; -es la puntuacion discriminante correspondiente a la

observacion i-ésima. En notacion compacta se puede
escribir como en la ecuacion matricial (9) .
D =Xu )

La variabilidad de la funcién discriminante (es decir, la
suma de los cuadrados de las variables discriminantes en
desviaciones respecto a su media) se expresa en la
ecuacion (10) como:
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d'd = u'X'Xu (10)
La matriz X'X al estar expresada las variables en

desviaciones respecto a la media, es la matriz de suma de
cuadrados y productos cruzados total (SCPC) de las
variables explicativas X. Esta matriz, XX, se puede

descomponer en la suma de la matriz SCPC entre grupos
F y la matriz SCPC residual o intragrupos ¥, como se
muestra en la ecuacion (11).

XX=T=F+V (1
Donde la matriz T es la matriz de la suma de cuadrados

y productos cruzados total.
Por tanto sustituyendo (11) en (10) se obtiene (12)

d'd=u'X'Xu=uTu=uFu+uWu (12)
Observe que en la expresion (12) T, F, y W se pueden

calcular con los datos muestrales, mientras que los
coeficientes u; estan por ser determinados.

El criterio de Fisher trata de determinar el eje
discriminante (el vector wu) de forma que las

distribuciones proyectadas sobre el mismo estén lo mas
separadamente posible entre si (mayor variabilidad entre
grupos) y al mismo tiempo, que cada una de las
distribuciones esté lo menos dispersa (menor variabilidad
dentro los grupos). Analiticamente el criterio se expresa
de la siguiente forma:

Maximizacion de A = wow (13)

u'Wu
La solucion a éste problema se obtiene derivando
A respecto a u e igualando a cero, como en la ecuacion

(14)
IA _ 2Fu, @ Wu)-2Wu ' Fu,)
aLll (u1T Wulj

Dedonde W™ Ful =ﬂ,1u1

=0
(14)

Asi que los ejes discriminantes (#) vendran dados por los
vectores propios asociados a los valores propios de la
matriz W'F ordenados de mayor a menor. Las
puntuaciones discriminantes son pues los valores que se
obtienen al dar valores a X1, X2, ..., Xk en la ecuacidon
(8) y se corresponden con los valores obtenidos al
proyectar cada punto del espacio k-dimensional de las
variables originales sobre el eje discriminante.

Dado que /11 es el cociente de maximizar a ecuacion

(13) ello mide el poder discriminante del primer eje, u;.

Seleccion de las variables discriminantes

Los criterios que se consideran para la seleccion de las
variables independientes a hacer parte de la funcion
discriminante son el Lambda Wilks (1) y el estadistico F.

Lambda de Wilks para un conjunto de P variables
independientes, mide las desviaciones dentro de cada
grupo respecto a las desviaciones totales sin distinguir los
grupos y esta dado por la ecuacion (15).

P S.C_ntragrupos
S.C.totales

Donde en el numerador se encuentra la suma de
cuadrados intra grupos, la cual mide el cuadrado de las
desviaciones de cada uno de los datos con respecto a la
media del grupo. En el denominador se encuentra la suma
de cuadrados totales, la cual mide el cuadrado de las
desviaciones de cada uno de los datos con respecto a la
media de todos los datos (media total sin discriminar
grupos).

La suma de cuadrados totales es el resultado de la suma
de cuadrados inter-grupos (entre los grupos) y intra-
grupos (dentro de los grupos).

Si el valor de A es proximo a 1, los grupos estaran
mezclados y el conjunto de variables independientes no
serd adecuado para construir la funcién discriminante,
dado que el mayor porcentaje de variabilidad estaria
siendo representado por la variabilidad dentro de los
grupos.

(15)

2.4 El Analisis de conglomerados

El analisis cluster es un método estadistico multivariante
de clasificacion automatica de datos. Su finalidad
esencial es revelar concentraciones en los datos para su
agrupamiento adecuado en conglomerados. Los
elementos dentro de un conglomerado deben ser
homogéneos entre si y lo mas diferentes posible de los
contenidos en otros clusters. Es decir los grupos se crean
en funcion de la naturaleza de los datos. En un principio
se seleccionan tantos individuos como conglomerados
hayamos solicitado de modo que estos individuos
iniciales tengan distancia méxima entre ellos y al estar
separados lo suficientemente produzcan los centros
iniciales. Una vez estimados los centros iniciales de los
conglomerados se calcula la distancia de cada punto
(dato) a cada uno de ellos y en funciéon de la minima
distancia obtenida se iran clasificando el resto de los
individuos en los conglomerados iniciales.

En [4], los autores proponen un método de clasificacion
mediante el anélisis de conglomerados, el cual encuentra
un estimado y a partir de un conjunto de entrenamiento D

organizado en conglomerados y aplicando reglas de
distancia.
Un ejemplo de lo anterior es el caso binario, donde D se

divide en dos conglomerados €_, y C,, los cuales poseen

1 T ac natac de nie de nidoina deheran ectar en la ndoina dande ce citan T etra Timee New Raman de R nuintac
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medias (X¥_;.¥_;) y (X.¥;), respectivamente, entonces

la regla es:
{ -1,sidlxx_,) <d(x.X,)
‘.' — . N -
’ 1, si lo anterior no se cumple (16)

Donde d es una métrica en X.

Métricas usadas en analisis de conglomerados
Se asume que una funcion de distancia d(-.-] estd

definida en X % ¥ . Esta distancia puede ser construida a
partir de distancias dy y dy, definidas en X y ¥

respectivamente, por ejemplo

I

|
W - 7 e - 42
dl Gy Mg ) ) = \]'a;,(xi.x:_l + adi(y. )

(17)

Donde el pardmetro « = 0 mide la importancia relativa

'

de los componentes y [4].
Para X = RP sepuede utilizar la distancia euclidiana,

dylxy. 27) = [ (xg — 2207 (24 — x3)

(18)

3. IMPLEMENTACION DE LAS TECNICAS
Se utiliz6 una base de datos artificial con dos variables
independientes, V1, V2, y una tercera variable, V3,
indicando la pertenencia al grupo 1 o al grupo 2).
3.1 El algoritmo de KOZINEC
Las siguientes fueron las instrucciones del toolbox
“Stprtooll”' para MatLab™ utilizadas para generar en
forma de estructura la base de datos con los 100
individuos:
data=genlsdata(2,100)
data =
X: [2x100 double]
y: [1x100 double]
La siguiente instruccion grafica las dos clases de datos
generados (ver figura 3).
ppatterns(data)

=lolx|

File Edt View Insert Tools Window Help

D& xA A/ 2on

2

0.5

L L L L ,
0.5 o 0.5 1 1.5 2

Figura 3. Conjunto de datos generado

! Statistical Pattern Recognition Toolbox:
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/software/stprtool/index.html

Las siguientes instrucciones utilizan el algoritmo
Schlensinger-Kozinec para generar el mejor hiperplano
en 1000 iteraciones.

model=ekozinec(data,struct('eps’,0.01, tmax’,1000))
model =

Wi: [2x1 double] //vector mas cercano de la la area
convexa
W2: [2xI double] //vector mas cercano de la la area
convexa
t:355  //numero de iteraciones para converger
exitflag: 1
b: 0.0256  //bias
W: [2x1 double] //vector nomal al hiperplano
margin: 0.0114 //distancia entre los dos vectores
mas cercanos de las dreas convexas
fun: 'linclass'  //funcion lineal utilizada

La siguiente instruccion grafica (ver figura 4) el
hiperplano que separa los datos que fueron presentados
antes en la figura 3.

pline(model)

<) Figure No. 1 =10 x|

File Edit View Insert Tools MWindow Help

losaa/xar/ 290

Figura 4. Hiperplano de separacion producido por el
algoritmo de Kozinec.

Como se observa en la figura 4 el algoritmo de Kozinec
encontré un hiperplano que separa perfectamente las dos
clases

3.2 El analisis discriminante

Para analizar mediante la técnica de analisis
discriminante (usando el paquete estadistico SPSS) la
misma base de datos en forma de estructura generada en
la seccion 3.1 ella fue primero convertida a un archivo
de texto plano separado por tabuladores mediante las
siguientes instrucciones:

datos_planos=[data. X', data.y']
save datos_Planos.txt datos_planos —ascii
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Los siguientes fueron los comandos para ejecutar el
procedimiento discriminante en SPSS:

analisis — clasificar — discriminante
variable de agrupacion v3
independientes: vl y v2

USAR Método de inclusion por pasos
CLASIFICAR

PROBABILIDADES PREVIAS: calcular segun
tamario de grupo

Los resultados fueron como se muestran en las tablas 1 a
7 siguientes. El cuadro de autovalores de la siguiente
tabla 1 muestra un valor propio de 2.581 indicando que la
funcién de discriminacion atribuible a ese valor propio
explica el 100% de la variabilidad total de la nube de
puntos que se proyecte sobre la funcion de
discriminacion. El valor de la correlacion candnica que
mide las desviaciones de las puntuaciones discriminantes
entre los grupos con respecto a las desviaciones totales
sin distinguir grupo, muestra un valor de 0.849
mostrando que la dispersion de los datos en su mayor
parte es debido a las diferencias entre los grupos y por lo
tanto la funcidn discriminard mucho.

Funcion
V3 1
1,00 -1,559
2,00 1,623

Tabla 3. Funciones discriminantes candnicas no
tipificadas evaluadas en las medias de los grupos

Los resultados de la clasificacion mostrados en la tabla 4
muestran que la funcidon discriminante encontrada arriba
clasifico mal dos casos, uno del primer grupo y el otro
perteneciente al segundo grupo.

Grupo de
pertenencia
pronosticado
V3 1,00 2,00 Total
Original Recuento 1,00 50 1 51
2,00 1 48 49
% 1,00 98,0 2,0 100,0
2,00 2,0 98,0 100,0

Valor % de % Correlacion
Funcién | propio | varianza | acumulado | candnica
1 2,581(a) 100,0 100,0 ,849
Tabla 1.Valor propio asociado con la funcion
discriminante.

La siguiente tabla 2 muestra los coeficientes de la
funcion discriminante.

Funcion

1

A\"2! ,841

V2 3,198

(Constante) 2,846

Tabla 2. Coeficientes de las funciones candnicas
discriminantes.
Asi que esta se escribe como:
D1=-2,846 + 0,841*V1 + 3,198*V2 (19)

La funcioén discriminante evaluada en la media de cada
uno de los dos grupos (en los centroides) nos da un idea
de como la funcion discrimina los dos grupos. Dado que
el valor de la funcién discriminante en el primer grupo
(ver tabla 3) es de -1,559 el cual es muy diferente del
valor de la media en el segundo grupo que es de 1,623 la
discriminacion es muy buena como ya lo habia asegurado
el anélisis hecho arriba para el valor propio.

Tabla 4. Resultados de la clasificacion(a)

a Clasificados correctamente el 98,0% de los casos
agrupados originales.

3.3 El analisis de conglomerados

Dado que el anélisis de los datos por conglomerados (no
jerarquico) requiere que se especifique el numero de
conglomerados a formar, se especificaron dos grupos con
el objeto de comparar los grupos que se generarian
automaticamente con éste procedimiento cluster, con los
dos grupos que a priori ya se conocian en la base datos
artificial generada.

En la tabla 5 se presentan los centros iniciales de los
conglomerados los cuales se asignaron a los individuos
que tenian la maxima distancia entre ellos y en funcion
de la minima distancia obtenida entre los otros individuos
y éstos centros se fueron clasificado el resto de los
individuos.

Conglomerado

1 2
\%! -,19 1,58
V2 -,13 1,55

Tabla 5. Centros iniciales de los conglomerados

En la tabla 6 se presentan los centros de los dos
conglomerados obtenidos al final del proceso y en la
tabla 7 se presenta una parte de la listado de pertenencia
de cada dato a su conglomerado conjuntamente con la
distancia de cada uno ellos al centro del conglomerado.

1 T ac natac de nie de nidoina deheran ectar en la ndoina dande ce citan T etra Timee New Raman de R nuintac
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Conglomerado

1 2
\2 ,38 1,03
V2 ,36 1,03

Tabla 6. Centros finales de los conglomerados

Finalmente la tabla 7muestra que a un primer
conglomerado fueron asignados 49 datos y al segundo
conglomerado 51 datos lo que coincide exactamente con
el tamafio de cada grupo en la base de datos artificial
original..

Conglomerado 1 49,000
2 51,000

Validos 100,000

Perdidos ,000

Tabla 7. Numero de casos en cada conglomerado

La comparacion realizada uno a uno entre la clasificacion
original en la base de datos artificial y la asignacion dada
a cada uno de los 100 datos por la técnica cluster mostrd
discrepancia en 15 datos (15%).

4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

El algoritmo de Kozinec determina la separabilidad
lineal absoluta, la presencia de un solo dato que no
consiga separarse hace que el algoritmo no converja, lo
cual lo hace poco robusto al ruido.

El analisis discriminante lineal siempre proporcionara
una funcion de separabilidad lineal, cuantificando al
mismo tiempo la calidad de la funcién de discriminacion
a través del valor propio, la proporcion de varianza
explicada, el coeficiente de correlacion canénica y el
calculo de los datos mal y bien clasificados. Ademas, la
funcioén discriminante permite determinar la pertenencia
de una nueva observacion a alguno de los grupos que ella
esta separando.

El analisis cluster proporciona una primera
aproximacion a la separacion automadtica del conjunto de
datos en grupos previamente no conocidos a diferencia
del andlisis discriminante y el algoritmo de Kozinec que
exigen el conocimiento a priori de la pertenencia de
cada uno de los datos a grupos determinados.

El analisis cluster, a diferencia del analisis discriminante
no presenta a un procedimiento analitico para determinar
la asignacion de un nuevo dato a alguno de los
conglomerados ya establecidos. Lo anterior debido a que
los grupos se crean en funcién de la naturaleza de los
datos que participan en su generacion.

Todas las técnicas analizadas permiten auscultar la
separabilidad lineal en una base de datos pero difieren

claramente en el alcance que cada una de ellas realiza de
la separabilidad lineal.
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