Scientia et Technica Ao XIII, No 37, Diciembre de 2007. Universidad Tecnologica de Pereira. ISSN 0122-1701

513

METODO DE FRONTERA DE ECUACIONES INTEGRALES PARA LA SOLUCION DEL
PROBLEMA MIXTO DE LA ECUACION ESTACIONARIA DEL CALOR

Boundary element method applied to the solution of stationary heat problem

RESUMEN

En este articulo se pretende dar solucién al problema de frontera mixto de
Dirichlet y Newmann para la ecuacion del estado estacionario del calor
utilizando el método de frontera de ecuaciones integrales. Este método conlleva
a un sistema de ecuaciones integrales que puede resolverse con cualquier método
numeérico.

PALABRAS CLAVES: Fredholm, funciones de Green, método de frontera de
ecuaciones integrales.

ABSTRACT

In this paper the solution for the boundary problem of Dirichlet and Newmann
for Laplace equation utilizing the integral boundary element method is given.
Applying this method we obtain a system of integral equations to be resolved
with any numerical method.

KEYWORDS: Fredholm , Green’s functions, Boundary element method.
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Donde las funciones f, y f, son dos funciones

conocidas, las curvas L y I' no se intersecan y ademas

Uno de los métodos para la solucion de problemas de
frontera de la ecuacidon estacionaria del calor es el 4 y
método de las funciones de Green.

Como es sabido la obtenciéon de las funciones de Green
es complicado y sdlo se conocen funciones explicitas
para un numero limitado de regiones sencillas que
presenten algun tipo de simetria [3-7].

En este trabajo para la solucion del problema de frontera
mixto se utilizard el método de frontera de ecuaciones
integrales [1, 2].

2. CONCEPTOS PRELIMINARES

LuT'=C (figural).

r [n.m,]

\

Consideremos la ecuacion bidimensional del estado
estacionario

A% =div(Vu)=0. (1)

Un problema de valor de frontera interior requiere que se

resuelva (1) en la region D delimitada por una curva

cerrada C sujeta a las siguientes condiciones

Figura 1. Particion de la frontera C.

La derivada normal en (2) estd definida como

¢=/(x.»), para (x,y)elL 9 _ 99 99
g—q):fz(x,y), para (x,y)eTl, (2 on o
n

C.
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Las condiciones (2) se asumen como bien planteadas, es
decir que el problema de valor inicial posee una unica

solucién @(x, ).
Para el problema de conduccién de calor se asume que
¢®(x,y) denota la temperatura del estado estable de un

cuerpo solido isotropito.

En términos generales es complicado resolver el
problema (1)-(2) debido a la complejidad de la region
D . Las soluciones exactas pueden ser halladas para
regiones simples, para regiones con geometrias mas
complejas es necesario utilizar métodos numéricos para
su solucion.

En este trabajo se estudiard la solucion del problema (1)-
(2) utilizando el método de frontera de ecuaciones
integrales.

Sea ¢ =®(x,y;&,n) una solucion fundamental [3, 5] y
¢,=¢, con @ la solucion del problema de frontera
interior. Ya que @ (x,y;&,n) no esta bien definida en el
punto (&,n) es valida solo si (£,7) no se encuentra

sobre la regi(')n DU C,esdecir

I[ o(x.»)5 - (<1> (x. 7€, n))} ds(x,y)

C

_J‘:q) ()C, J’f:rl)%@)(% y)):| ds(xay) = Oapara

(¢&mn)eDucC-
Para el caso que (&,n) se encuentre en el interior de D

la ecuaci(')n
j[«»z(x M=) (x, y) ~(0.(x y))}dsu »)=0,

es valida si C se asume como CU B, , donde B, esla

bola de radio € y centro en (& ) (figura 2)

C

Figura 2. Bola de radio € y centro en (5 ,T]) .

asi para C y B, es posible escribir

| [¢(x,y)§—n(¢(x,y;€,n))} ds(x, )

CUB,

- I {‘D(x »;8, 77)—(¢(x y))} ds(x, y) =0,

CUB,
es decir

d d d d
[lego-o5e|a{ego-aze|wrm

€>0 de tal forma que B, se encuentre contenida en

C.

’ . . + ;1. .y
Asi, si asumimos que € — 07 en la tltima expresion, se
obtiene

j{q) Zp-d— ¢}ds=— lim [(p - d)id)}ds.
on

£-e—0"

2.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Analicemos el problema de distribucién de temperatura
estacionario (1) en una ldmina de pared delgada

homogénea D, de forma arbitraria (figura 3). La
frontera estd dada de la forma C =1"+ L.

Ay F

\J

Figura 3. Particion de la frontera para la lamina de pared
delgada.

En una parte de la frontera I es dada la funciéon u en la

u
otra parte L es dada su derivada normal — .
n

2.2 SOLUCION DEL PROBLEMA

Para la funcién armoénica u(X, y) enel punto N, de la

region D, se cumple que la representacion integral esta
dada de la siguiente manera

1 (ou 1
UN)=—|—In| — |d
(N,) ZE'C[an n[r ] >

Nop
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1 Ju“"s(_ﬁ s (3)

21y, . p ’
donde p(é ,71) es el punto actual en la frontera

C=TI+L; rn,p es la distancia entre el punto N, y

D (;Nap,np es el angulo entre los vectores N p y

la normal exterior a la frontera 7 .
La transicion desde el punto N, hasta el punto N, que

pertenece a la frontera C est4 dado de la forma

_ 1 qfou 1
U(N)=—— l[an l ln[er ]ds

+l{'[up cos B ds+mu (N):l,

ﬂ’-C Np

es decir en la frontera C' se cumple la relacion

1 ¢ ou 1
U(X,y) = ;}[(g)p ln[glds

L, <058 g @

+—|u,
i "o,

donde [)’ es el angulo entre Zp y el vector ﬁ
Si tenemos en cuenta que en I,
ul. = f,
y sobre L
ou
(5] ==
con f y g funciones conocidas, obtenemos que para

cualquier posicion del punto N en la frontera C las
siguientes integrales son funciones conocidas

—j (P)ln[ ]ds = G(N);

Pe L

cos [3

— j f(P)

Pe r Np

= F(N).

Utilizando la férmula (4) para los puntos N,

pertenecientes a L y I', obtenemos un sistema de
ecuaciones integrales dependientes de las funciones
desconocidas

u|r:f*,[a”] =g para NeT.
n

F(N) -1 j g*(P)1n[i}ds
Ty Ty

L | f*(P)M ds, +G(N)+ F(N),
T ) 2

Np

para Ne L. (5)

* 1
f(N)y== j “(P)ln| — |ds,
T T Np

1 ¢+, . cosf
+—j f1(Py==Eds, +G(N)+F(N).

T L er
La determinacion de las funciones desconocidas del
sistema (5) junto con las condiciones de frontera
du —g ¥ u| = f dan la posibilidad de encontrar el
on A
valor de la temperatura u# al igual que el campo de
temperaturas en cualquier punto de la region D
haciendo uso de (3).

2.3 CONCLUSIONES

El método descrito anteriormente puede utilizarse para la
solucién de los principales problemas de Dirichlet y
Newmann (en la frontera C es dada la funcién o la
derivada normal exterior). Utilizando el método de
frontera de ecuaciones integrales se reduce a la solucién
de las ecuaciones integrales correspondientes del tipo
Fredholm. Es decir:

a) En el problema de Dirichlet la funciéon desconocida

on

(a_”) = /" se determina de la ecuacién integral
L

%J.f*ln L ds, + —jf

—f=0.

cos ﬁ
7,

Np Np
*

b) En el problema de Newmann para u| c=8 se

cumple la ecuacion de Fredholm de segundo orden

:—J.gln[er jds

1 *
+_Jg cos f3 d
T C er
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