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SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA CON TRANSFORMADA DE FOURIER Y UN

ALGORITMO PARA MAPLE.

Solution of the wave equation with Fourier transformer and algorithm for Maple

RESUMEN

En este articulo se considera el uso de la Transformada de Fourier para la
solucién de la Ecuacién de Onda unidimensional in homogénea. De igual
forma se utiliza el paquete matematico Maple.

PALABRAS CLAVES: Algoritmo, Ecuacion Diferencial, Fourier,
Homogénea, Maple, Onda, Transformada, Wronskiano.

ABSTRACT

In this article it is placed to consideration the use of the Fourier Transformed
like method of solution of the Wave Equation in one dimension
inhomogeneous. In the same way it uses the mathematical package Maple.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo corresponde a estudios hechos como notas de
clase y de divulgacion del Curso de Ecuaciones
Diferenciales Parciales, especialmente cuando se
analizaba la solucion a la Ecuacion de Onda
unidimensional y las diferentes aplicaciones que presenta
la Transformada de Fourier con sus respectivas
propiedades. Adicionalmente el desarrollo de un
algoritmo que permite al anterior resultado llevarlo al
entorno matematico del software Maple. Es de anotar que
una primera version de este trabajo fue expuesto en [6].
[11 La Ecuacion de Onda describe fendémenos
ondulatorios tales como la propagacion del sonido,
vibracion transversal de cuerdas flexibles y vibracion
longitudinal de una viga. Dichos fendmenos se pueden
modelar con ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales.

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Sea la ecuacion de onda:
2
U,-kU,=f(x, O
—o<x<+oo; >0,

donde u(x, t) es la solucion general de la ecuacion de
onda en una dimension y representa el desplazamiento de
cualquier punto x en el instante ¢.

3. SOLUCION DEL PROBLEMA

Para la solucion del problema (1) utilizaremos La

transformada de Fourier F [2] [5], dada de la siguiente
manera

Fecha de Recepcion: 03 Septiembre de 2007
Fecha de Acentacidn: 07 Naviemhre de 2007

Focr e =[ fine a,

definida en R y toma valores complejos. Al resolver la
integral anterior se obtiene una funcion que depende de
w, es decir

F(f () =Fw)

Para que la transformada de Fourier de una sefial f{z)
exista, ésta debe satisfacer las siguientes propiedades
denominadas condiciones de Dirichlet:

1. f(?) sea absolutamente integrable, esto es

[ fCo [de<oo

2. f(t) posea un numero finito de discontinuidades en
cualquier intervalo.

La transformada inversa de Fourier esta dada por

F 'Y F(w)} =%ij( wye' ™ dw

Resolvamos la ecuacion de onda (1), teniendo en cuenta
las condiciones iniciales.

u(x,0)=g(x); u, (x0)=hx) @
Conociendo el desplazamiento g(x) y la velocidad inicial
h(x) de la cuerda. Teniendo en cuenta que las funciones
f(x), g(x) y h(x), cumplen con las condiciones de Dirichlet
para la existencia de la Transformada de Fourier,

Fo(u(x,t)) =UWw,1),
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F(f(x) =F(w),
F(g(x) =Gw),
F(h(x)) =H(W).

Por propiedades de la Transformada de Fourier con
respecto a x y tomando a ¢ fija, se tiene ;

Fo(u(x,0)) =F (g(x),
Uw,0) = G(w),
Fo(u,(x,0)) =F (h(x)),
dU (w,0)
dt

Si tomamos la Transformada de Fourier en (1) se obtiene:

=H(w).

d*U(w,t)
P =
F (K’u,) =k°F (u,)
= k> (iw)’U(wit)
—k*wrU (w,t)
Teniendo (1) y las respectivas transformadas se tiene
d*U(w,t)

+ kWU w,t)=F(w)  (3)
dt’

La cual representa una ecuacion diferencial ordinaria no
homogénea con coeficientes constantes. La solucién de
(3) esta dada de la siguiente manera

Uw,t)=U, +U, “)
Donde:
U, = Soluciéon Homogénea,

U, =Solucion particular.

Hallemos la solucion U,
2
d-U(w,t) N

0 EwU(w,t) =0 (5),

obteniendo

U, (w,t)=Ccos(kwt)+ C,sen(kwt)

=G +Gr,
Y con
V, = cos(kwt),
V, = sen(kwt).

Para encontrar U > S€ hace uso del método de variacion

de parametros, teniendo en cuenta de que

7,-7hE) 7 KFO)

, por lo que

U,=2V,+2,V,.

Donde W es el Wronskiano, y puede ser calculado como

cos(kwt) sen(kwt)
Wv,v,)=
—kwsen(kwt)  kwcos(kwt)
=kw
Por lo tanto se tiene,
7 = —sen(kwt)F (w) _ cos(kwt)F(w)
: fw ? kw '

Integrando  respectivamente las dos expresiones
anteriores:

z = _j sen(kv;?F(w) dw
zZ, - Jcos(kkaF(w) dw

>

U, = —cos(sz)jM dw

+ sen(kwt)Jde

Reemplazando en (4), se tiene

U(w,t) = C, cos(kwt) + C,sen(kwt)

- cos(kwt)_[ sen(kkatBF(w) dw (6)

+ sen(kwn)[ cos(kw k;)F ) 4

Para encontrar las constantes C; y C;, evaluemos (6) en
=0, asi

Como U(w,0) = G(w), entonces
¢, =Gw) ()

Ahora derivando (6) con respecto a ¢, y evaluando en
t=0; se obtiene

a0 _ e, — [F(w)dw+ kwj ) 4
dt
De la condicién inicial w =H(w),

e igualando tenemos:
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H(w) = kwC, — [ F(w)dw+ kwj%w) dw.

De igual manera para C,,

Hw) 1 F(w)
C2 :W-'_EJ.F(W)CZW_J.WCZ,W (®)

Al reemplazar (7) y (8) en (6) se obtiene:

U(w,t) = G(w)cos(kwt)
- {—Hk(vf) + ﬁ J. F(w)dw- J—Fk(;v) dW} sen(kwt)

_ cos(kwt)_[wdw

+ sen(kwt).[wk;m dw

Manipulando esta ultima expresion llegamos a:

U(w,t) = cos(kwt)[G(w) - dew }

kw
+%ki‘j”)[fl(w)+ [F(wyaw }
F(w)sen®(kwt /2) dw
kw

- 2sen(kwt)J

A la funcion U(w,f) se le toma la Transformada

inversa de Fourier, y asi se obtiene la respuesta de (1)
teniendo en cuenta (2)

u(x,t)=F 1 (U, t)) 9)

4. EJEMPLO

Resolvamos el siguiente problema, [3] teniendo en
cuenta la solucion dada en (9)

U,—25U_ =0

u(x,0)=x"; u,(x,0) = sen(x).

Para su solucion utilizaremos el paquete MAPLE. Para
esto el codigo sugerido esta dado de la forma [4].

with (inttrans):
> assume(t>0):
> k:=5;
> f:=0;

> F:=fourier(f,x,w);

> g:=x"3;
> G:= fourier(g,x,w);
> h:= sin(x);

> H:= fourier(h,x,w);

T A
IR
o P w

w |

g:=X
G =-21PiDirac(3, w)
h := sin(x)
H :=-1Pi Dirac(w - 1) + 1 Pi Dirac(w + 1)

>U:= cos(k*w*t)*( G -int(F/(k*w)* sin(k*w*t),w))+
sin(k*w*t)*(1/(k*w)*(H+int(F,w))-
2*int(F/(k*w)*(sin(k*w*t/2)) *2,w));

> u(x,t):=invfourier(U,w,x);

U :=-2*T*cos(5*w*t)*Pi*Dirac(3,w)+1/5*sin(5*w*t)*
(-I*Pi*Dirac(w-1)+1*Pi*Dirac(w+1))/w

uxt) = XP3HTSERN2-1/20%exp(5*IFt)*exp(I*x)-

1/20%exp(-5*T*t)*exp(-I*x)+1/20*exp(-
5Tty exp(I*x)+1/20%exp(5*T*t)*exp(-1*x)

Es de tener en cuenta que esta solucion es equivalente a
la siguiente expresion

u(x,t)=x> +75xt> + sen(St)senx

Para su visualizacion es posible utilizar el comando [4],
y para esto se tiene la figura (1).

Plot3d({%},x=-100..100, t=0..15);
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Figura 1.

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Por medio de este articulo se puede concluir la utilidad
que representan las teorias de las transformadas
integrales como es el caso de Fourier, para la soluciéon de
Ecuaciones Diferenciales Parciales, y un caso muy
particular la Ecuacion de Onda, conociendo sus
condiciones iniciales. De igual manera es posible hallar
la solucion de ecuaciones de otro tipo como la de Calor, o
la de La Place. Se recomienda el uso de la Transformada
de Fourier con el paquete matematico Maple reduciendo
tiempo en la soluciéon de ecuaciones diferenciales
parciales
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