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APLICACION DEL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH EN LA RESOLUCION DE
LA ECUACION DEL PENDULO FORZADO

Application Of The Banach’s Fixed Point Theorem In The Resolution Of Forced Pendulum Equation
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1. INTRODUCCION

Se considera el siguiente problema de Dirichlet para la
ecuacion general del péndulo

u +bsen(u) = f
u(0) = uy,u(r) = u,

Para este problema, se mostrara la existencia y unicidad
de solucién utilizando el principio de las contracciones de
Banach-Picard. Se presentaran algunas definiciones
previas las cuales servirdin como soporte para la
resolucion del problema en cuestion.

El modelo considerado es un caso particular de los
estudiados por varios autores [1], [2] los cuales utilizaron
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diferentes herramientas de los métodos topologicos y de
la teoria de grado [3], al igual que técnicas
computacionales.

2. PRINCIPIO DE LAS CONTRACCIONES DE
BANACH-PICARD

Definicién 2.1. Sean (E,d)un espacio métrico y 4 un

subconjunto de E. T': A — A es una contraccion si

Jdoe R/0<a <1 talque d(Tx,Ty) < od(x, y)

Teorema 2.1. (Banach-Picard). Sean (E,d) un espacio
métrico completo, 4 un subconjunto cerrado de E y
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T : A — A una contraccién, entonces 7 tiene un Unico
punto fijo, o sea, existe un unico y€ A4 talque Ty =y.

Demostracion. Primero obsérvese que T es continua, ya
que dado € >0, alcanza con tomar

d(x,y) < paraque d(Tx,Ty)<e.
o

Dado x€ A, se define inductivamente la siguiente
sucesion:

Xo=x, Xx,,=Ix,.

Por induccién en n se tiene que

d(x

Trivialmente se cumple la desigualdad para n =0,
ahora se supone véalida para cualquier 7.

x, )= od(x x,)

n+12

d('x xn+l) = d(Tx Txn) S ad(an’xn)

<ood(x, x,) =0""d(x;,x,)

n+2° n+l?

Ademis, si p =1,

p
d(‘xn+p s xn) S z d(xn+i s xn+i—l)
i=l

p .
< z“oc"J"_laf(x1 ,Xo)
i=1

n N i1 A 1-af
<aod(x,x)Y 0" =a d(xl,xo)li

i=l

Por lo tanto, d(x,, ,X,) — 0 cuando n —> oo, pues

n+p?
o<1, luego (x,),5, es de Cauchy. Como 4 es un

subconjunto cerrado de un espacio completo, éste es

completo y asi se tiene

ve 4/x, >y
Por la continuidad de 7, resulta que y es un punto fijo de
T, pues

Ty=Tlimx, =lim7Tx, =limx,,, =y

ademas y es el unico, pues si z fuera otro punto fijo de T
distinto de y se tendria
d(y,z2)=d(Ty,Tz) < 0d(y,z) <d(y,z)

lo que seria un absurdo.

Observacion 2.1. El punto fijo y de T es un atractor de 7,

esto es,

Iim7"x=y, Vxe 4

eisirein
Corolario 2.1. Si T :A4A—> A verifica que existe
pE€ N/T? es una contraccion, entonces T tiene un
unico punto fijo.

Demostracién. Como 77 es una contraccién, existe un
tmico x € A tal que T7x = x . Entonces
T°Tx =TT ”x =Tx,

Por lo que 7x es un punto fijo de 77, como x es el

Ginico punto fijo de 77, Tx = x y ademas x es el tnico

punto fijo de 7, pues todo punto fijo de T lo es también

de T7.

3. RESULTADOS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD
DE SOLUCION

Con base a lo expuesto anteriormente, se demuestra bajo
ciertas hipotesis la existencia y unicidad de solucién del

problema en cuestion:

{ u +bsen(u) = f (3.1)

u(0)=uy,u(r)=u,
conbeRy fecCl,x]

Supéngase ve C[0,7] y considérese ademas el problema
u''= f —bsen(v) (3.2)
u(0)y=u,, u(r)=u,
asi, la Gnica solucion a este problema es

uO _un'
T

u(®)=u,+

t+ J: G(t, s)[f(s) —bsen v(s)]ds

siendo
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s—m)t .
u, S1t<s
G(t,s)= (t_”ﬂ)
—2,s1 s<t¢,
T

donde G es la funciéon de Green asociada al problema.

Luego, si se define 7': C[0,77]— C[0,7 ] como

T(v):u0+u°

gy J.Oﬂ G(t, s)[f(s) —bsen v(s)}z’s,

T

éste queda bien definido.
Si se prueba que T tiene un punto fijo, dicho punto serad

solucién del problema de valor inicial (3.1). Para ver

esto, se debe verificar que 7 es una contraccion.

Dadas v,ve C[0,7],

Tv(s)-Tv(s)|=

J.O” bG(t,s)[senv(s)—senv(s)]ds

< ‘bU‘: ‘G(t, s)Hsen v(s)—sen V(s)‘ ds
< ‘b‘HGHMJ‘: ‘sen v(s)—sen V(s)‘ ds

<[pl|G ] [ vs)~v(s)| ds < B G| zfv—].
Luego,
jrv-1v1. < il 7l

Por lo tanto, si

T es una contraccion, entonces tiene un unico punto fijo.

En definitiva, el problema (3.1) tiene solucion Unica para
cualquier valor de b tal que

1

hl< ——-
S T =

4. CONCLUSIONES
Dentro de los métodos topoldgicos, los teoremas de

punto fijo se han aplicado a la resolucién de diversas

ecuaciones no lineales [2], [3]. En este articulo se

demostré utilizando un teorema de punto fijo la
existencia y unicidad de solucion (bajo ciertas hipotesis)
de la ecuacion general que modela el problema del

péndulo forzado sin friccion.

Utilizando el teorema (2.1) y algunas definiciones
previas, se probd que el operador 7 definido para el
problema (3.2) tenia un punto fijo, el cual resolvid el

problema de Dirichlet planteado como hipotesis.
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