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OBTENCION DE LOS PUNTOS DE BIFURCACION DE ENVOLTURAS Y PLACAS DE PAREDES
DELGADAS.
Obtaining the bifurcation points of thin-walled shells and plates.

RESUMEN

En este trabajo se da de forma detallada la obtencién la ecuacién que determina

los puntos de bifurcacion de envolturas eléstico-plasticas.
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ABSTRACT

In this work the detailed description of obtaining the equation for
determines the bifurcation of elastic-plastic shells and plates is given
KEYWORDS: Bifurcation, deformation, plate, shell.

1. INTRODUCCION

Para resolver el problema que permite obtener los puntos
de bifurcacion del proceso de deformacion de envolturas
y placas elasticas hechas de materiales de paredes
delgadas utilizamos la teoria de Donnel- Mushtari -
Vlasov (DMV) Jarticulo rev 46-tor potencial]. La
aplicacion de esta teoria para el caso de pequefias
rotaciones ha sido analizado por Sanders y Koyter. La
aplicacion de esta teoria para el estudio de la estabilidad
de envolturas elasticas ha sido disefiada por Budyanskii
y las para envolturas eléstico-plastico por Hutchinson [2].
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2. CONSTRUCCION DE LA ECUACION QUE
DETERMINA LOS PUNTOS DE
BIFURCACION

Antes de construir la ecuacién que determinar los puntos
de bifurcacion del proceso de deformacion es necesario
formular un principio variacional para el problema
linealizado de envolturas y laminas similares al principio
variacional [1] de un cuerpo en tridimensional.

oH= 0. )

donde

Vo Vo o
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aqui y en adelante “ . significa que la derivada se

toma con respecto a “ i

Supongamos que en el punto de bifurcacién y después de
este el comportamiento de la deformacion de la
envoltura esta sujeta a las hip6tesis de Kirchhoff-Lyava.
Representemos el campo de velocidades de
desplazamiento en el cuerpo elastico-plastico de la
siguiente manera:

. 1.2 3\; 1.2
va:ua(x VX )—x W,a(X ) X )
donde V, es la velocidad de desplazamiento en un

punto arbitrario del cuerpo; U,, W, son las velocidades

de desplazamiento de la superficie media de la envoltura.
Para determinar la posicion de cualquier punto
de la envoltura, que se encuentre fuera de la superficie

. . 3
media, se introduce una tercera coordenada X°, que
representa la distancia a lo largo de la normal desde el

punto (Xl,xz) de la superficie media hasta el

punto (Xl, x? , X3) ver figura 1.

Fig. 1 Superficie media de la envoltura

De esta forma el elemento lineal de la envoltura
en este sistema de coordenadas se determina de la
siguiente manera

3 2
diZ= H H dx@dxP +( dx
ab

donde los coeficientes de Lamé H, = Ha(xl, XZ)

tienen el siguiente aspecto
Hg =h (1 b 3)
a =hg (1+byx7 ).

La longitud del segmento normal en este punto a
la superficie media y acotada por las directrices de la
envoltura, es el espesor de la envoltura. En si el grosor de
la envoltura en términos generales puede ser variable, es

decir h= h(xl, X2) (Fig. 2). Aqui s6lo analizaremos

el caso cuando el grosor es constante.

Fig.2. Elemento de envoltura.

Supongamos que en el punto de bifurcacién y después de
este el comportamiento de la deformacion de la
envoltura esta sujeta a las hipotesis de Kirchhoff-Lyava.
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Teniendo en cuenta (2.10) representemos el campo de
velocidades de desplazamiento en el cuerpo elastico-
pléastico de la siguiente manera:

va_u(xl xz) x?’wa(x1 xz) @)

donde V, es la velocidad de desplazamiento en un
punto arbitrario del cuerpo, U,, W son las velocidades

de desplazamiento de la superficie media de la envoltura.
Conociendo el campo de velocidades de desplazamiento
(2) construimos el campo de velocidades de deformacion

oK

ap = Map X Kypy: ®)

donde

ab _E(ua,b+ub,a+uk,a Ueb b U,a),

aqui

Kab = Wap-
El funcional H(V;), utilizando la expresién para de

Bijkl (1.00) se puede escribir de la siguiente manera:
H(v;) =H(v;) +H,(v). (4)
donde §
1] .
Hy ()= | flnijdv ,
VO
ijki :
Y p

De esta forma encontramos que

Vap =Yap = X WapVaa =Wa

Vaz = Wa V33 =0, ©

Para el funcional H,(V.) se tiene que

it

G‘W nZJ+XK J[naﬂz-))(x }dx3dA

| S —

Es de tener en cuenta que el funcional H, no posee

, . - iikl . R
términos los coeficientes G en el indice 3. De esta
relacion y después de integrar sobre x* hallamos

H,(u,, W) = j [H0, 511 + 2H, 0K
A

aﬂ )(5 .
3 a,B ;(5 } dA, ()

aqui H(i)“ﬁl‘s se determina por

h

H = TG“M (x3)i_l dx®. (8)

2

De la misma forma se determina H, (U, W) :

s aB - .

H2(ua,w)—hj'r ﬂ[uwuw
A

h2

12

En la expresion anterior (9) los términos entre los

corchetes poseen diferentes Ordenes. Obteniendo la
siguiente estimacion

W W+ W W }dA )

®)
f o f
KRR
— f h
Vij= ? (10)
donde f, A son la deflexiogg)y el tamafio

caracteristico de la lamina en el plano medio
respectivamente.



188 Scientia et Technica Afio XVII, No 47, Abril de 2011. Universidad Tecnoldgica de Pereira.

Es sabido que la hipdtesis de las rectas normales incluye
un error geométrico del orden de h/R. Tomando entre

los corchetes de (9) por la unidad y despreciando los
2

términos restantes, que en este caso son del orden ?
es decir del mismo orden que en la hip6tesis de
Kirchhoff-Lyava, el funcional H,(U,,W) toma el

siguiente aspecto:

H, (U, W) = J' N aﬂwaw ﬂdA, (11)
A
aqui

N = | rBdx3 . (12)

e N

N =

Teniendo todo esto en cuenta, el funcional H (U, W) se

puede representar de la siguiente manera:

H (U, W) = [[ H 7,571,
A

+2H Z“ﬂl 5770: 5 s (13)

af" yo

+H3aﬁ';{5k. P v_'_N“ﬁWYaWﬁ]dA—ZjTiVidS-
S

siendo dA el elemento sin deformar de la superficie
media la envoltura.

Para establecer la relacion entre las velocidades de
deformacion y tension,  utilizamos las relaciones
constitutivas de la teoria de plasticidad [1].

Teniendo en cuenta que la deformacion de
desplazamiento cero, utilizando (1) para la tensién plana
se tiene

Z-_Olﬂ :Gaﬂ)(5ﬁk7’ (14)

donde los indices «, B, x.d,x, y recorren los valores 1

y 2. Los componentes de la matriz de rigidez en este
caso estan dados por:

Ga,b’}(é‘ _ Laﬂ;(cf _ La/5’33 L33;(5 / L3333, (15)

Escribamos las relaciones entre las fuerzas generalizadas
y los desplazamientos :
By aprds apyd .
pop _ afyog afyo .
M =H E,q, +H Kicy- (16)

2) ©)

En la teoria de las envolturas elésticas, la integracion en
(7) se realiza una sola vez para todas las integrales.

Es mas, en el estudio de las envolturas y ldminas elastico-
plasticas los médulos dependen de la historia de la carga
y por tanto las integrales en el proceso de deformacion se
hallan usando las relaciones (4).

Definamos ahora la bifurcacion del proceso de
deformacion de envolturas y las laminas. Para esto
introduzcamos dos campos de velocidades para la carga

externa dada. Denotandolas por Uz,Wa, Ug, Wb,

... etc.

Teniendo en cuenta la teoria fundamental de bifurcacién
introduzcamos la diferencia de los campos de velocidad,
~ b orta o~ i ) o

U, =U"-U?, 7 =¢7-¢ etc. Asisi estas dos

soluciones satisfacen las ecuaciones del problema, se

tiene

I[M“ﬂﬁaﬂﬂ\]“ﬂﬁaﬂ
A (17
+NAW,W , [dA=0

donde N“ es valor real del tensor de esfuerzo
generalizado y

E.p=2(Unp Uy )b, M
+2 (W, + W

off  af (18)
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Como en el caso del cuerpo elastico tridimensional [1] se
utiliza la nocién de cuerpo lineal con la matriz de rigidez

L.“*° obteniendo la matriz G_**° .

Finalmente el funcional cuadratico que determina los
puntos de bifurcacién de envolturas y laminas elastico-
plasticas esta dado de la forma

coprr . c oPxy

H:_[ He K,K,+2H@ EK
A

Ky

c afxy _

+Ho ELE, +NPW W |dA, (o)

teniendo en cuenta que

c apky

i1
Hi = Gcaﬁﬂ(xe’) dx. (o)

e N

N =

3. CONCLUSION
De la formula (20) se puede obtener los puntos de
bifurcacién en envolturas y placas hechas de paredes
delgadas.
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