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OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO USANDO UN ALGORITMO GENETICO Y UN
OPERADOR ELITISTA BASADO EN UN ORDENAMIENTO NO-DOMINADO (NSGA-II).

Multi-Objective Optimization Using Elititst Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA-I1)

RESUMEN

Este articulo presenta conceptos basicos de la optimizacion multiobjetivo,
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1. INTRODUCCION

En el proceso de fabricar un producto, o en el simple
hecho de mejorar la calidad de vida de algin individuo,
se deben tomar decisiones basadas en una gran cantidad
de variables con caracteristicas y comportamientos
diferentes y, al evaluarlas  adecuadamente, elevar
notablemente el beneficio final. Al tratar de encontrar
una solucién con este enfoque se ingresa inevitablemente
en el campo de la optimizacion matematica, el cual
alberga un conjunto bastante amplio de metodologias
donde cada opcion puede ser tan compleja como el
problema mismo.

Normalmente, las metodologias de optimizacién se
concentran en adecuar un conjunto de elementos de
manera que se mejore el resultado dado por una funcion
objetivo. Sin embargo los problemas reales involucran
otra serie de objetivos que pueden ser de tanto interés
como el que se optimizd, e incluso ser tan relevantes y
conflictivos que harian inviable la solucion obtenida. La
optimizacién multiobjetivo basada en técnicas evolutivas
es una meta heuristica que surgié con el fin de resolver
este tipo de problemas, caracterizada por ser capaz de
obtener un conjunto de soluciones, con los mejores
compromisos entre los objetivos optimizados (frente
Optimo de pareto).

En el presente trabajo se pretende explicar el
funcionamiento basico de uno de los mas conocidos
algoritmos multiobjetivos propuesto en la literatura
especializada, con el fin de presentar una herramienta
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matematica que pueda ser usada para resolver problemas
complejos de optimizacion multiobjetivo.

2. PROBLEMA BASICO

En general, un problema de optimizaciéon multiobjetivo
se formula como:

min/max  f_(X) m=12,...M
Sa
g, ()0 i=12,...1 (1)
h()=0  k=12,..K
Xr <X <X j=12,.,J

La principal diferencia con un modelo mono-objetivo
radica en la presencia de un grupo de funciones que
deben ser optimizadas simultaneamente. De esta forma,
lo que se busca es encontrar un vector de variables de
estado X=(X3,X,...X)) que cumpla con en el conjunto
restricciones y donde las funciones objetivos resultantes
sean optimizadas.

El espacio de solucion, representado por todas las
combinaciones posibles en el valor de las variables,
genera un segundo espacio vectorial conocido como
Espacio Objetivo y denotado por f(X)=2=(z1,2,,...2v).

Cuando se trata con problemas de optimizaciéon mono-
objetivo una alternativa de solucion se considera mejor
que otra si produce una solucion objetivo de menor valor
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para el caso de minimizacion, o de mayor valor para el
caso de maximizacién. Pero en los problemas
multiobjetivo este criterio debe ser revaluado, ya que se
considera al mismo tiempo funciones de minimizar y
funciones de maximizar. Ademas, el orden de magnitud
de cada funcion puede ser diferente, haciendo inviable
una comparacion directa.

X1

Figura 1. Representacion del Espacio de Solucion y su
correspondiente Espacio Objetivo

Por tanto, los algoritmos multiobjetivo introducen el
operador de Dominancia, el cual define que una solucién
x(1) domina otra solucion x(2) si se cumplen las
siguientes condiciones:

e La solucion x(1) no es de menor calidad que
x(2) en todos los objetivos.

e Lasolucion x(1) es estrictamente mejor que x(2)
en al menos uno de los objetivos.

Aplicando iterativamente estas reglas sobre un conjunto
cualquiera de soluciones de un problema de optimizacion
multiobjetivo, se puede establecer cuales son las
alternativas dominantes, conocidas como Conjunto No
Dominado. Las soluciones restantes forman parte del
Conjunto de Soluciones Dominadas. Si se logra
establecer cual es el conjunto de Soluciones Dominantes
a través de todo el espacio objetivo, entonces se habla de
Frente dptimo de Pareto.

3. METODO DE KUNG PARA LA OBTENCION
DEL CONJUNTO NO DOMINADO.

La mayoria de algoritmos de optimizacion multiobjetivo
usan el concepto de dominancia en sus procesos de
blisqueda. En estos algoritmos, dos soluciones son
comparadas a fin de establecer cual solucién domina o no
a la otra.

El método discutido por Kung en [1], ver figura 3,
propone una divisién recursiva de la poblacion y es
considerado en la literatura especializada como el método
computacionalmente mas eficiente. El primer paso
consiste en ordenar descendentemente la poblacion P
segun la importancia del valor de la primera funcién
objetivo. Posteriormente, la poblacion es dividida en dos
subpoblaciones 1 (izquierda) y D (derecha) de forma

recursiva (ver lineas 5 y 6 del c6digo mostrado en la tabla
2). Lo anterior implica que la subpoblacion I es de mejor
calidad que la D desde el punto de vista de la primera
funcion objetivo. Asi, es posible verificar el criterio de
dominancia, respecto a la segunda funcion objetivo, entre
la subpoblacion D y la I (el proceso es aplicable para
problemas con mas de dos funciones objetivo). Las
soluciones de D que no son dominadas por cualquier
miembro de I son combinadas con los miembros de I para
formar una poblacion no dominada M (ver lineas 9 y 16).
La conformacion de la poblacion M y la verificacion de
dominancia tienen lugar en el momento en que el tamafio
de Iy de D sea igual a 1, es decir, hasta que las divisiones
recursivas de las subpoblaciones permitan comparar sélo
un individuo de la poblacion I con uno de la poblacion D.
El diagrama de flujo de la Figura 3 ilustra la discusion
anterior considerando la definicion de los siguientes
parametros:

V: Matriz que contiene los valores de todas las
funciones objetivo para cada uno de los
individuos de la poblacion.

P: Vector que contiene el nimero de cada
individuo y corresponde a la primera
columna de la matriz Poblacién.

N: Numero de individuos de la poblacion.

M: Numero de funciones objetivo del problema.

TipoOpt:  Vector que define el tipo de optimizacion
(minimizacion=0 o maximizacion=1) de
cada una de las funciones objetivo. Por
ejemplo, TipoOpt=[0, 1] significa que Foyj1
es de minimizacion y Fgyp es de
maximizacion.

Este algoritmo, ademas de entregar el conjunto de
soluciones dominantes, permite organizar las soluciones
en frentes que indican el nivel o rango de dominancia que
posee una alternativa frente a las demas. Asi por ejemplo,
para la poblacion mostrada en la tabla 1, se obtienen los
resultados mostrados en la figura 2.

Tabla 1. Poblacion de
individuos.

30

25

Vector P Matriz [V]

Individuo| Fobj1 | Fobj2

N
S

0.2285( 11.5128

Valor Fobj2
&

0.3902 7.4299

0.7559| 7.1822

=]

0.1688| 28.4664

0.457] 11.8462

0.4078[ 8.0556

0.3727| 7.7673

0.1195| 26.9118 or ez 03 0.4Va‘0?§0b“ 06 07 08 09

0.7348| 6.5577

02813 82604 Figura 2. Organizacion en Frentes de

067851 3863 Dominancia de las alternativas de

] Y S e e R G EN I DS B

0.8121] 3.5582 solucion.

Si se quieren obtener los demads frentes, correspondientes
a los individuos que no hacen parte del conjunto no
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dominado, el procedimiento consiste en retirar de la
poblacion los individuos que ya han sido ubicados en un
frente y repetir el proceso de biseccion recursiva.

4. ALGORITM O NSGA-II.

Los algoritmos multiobjetivos requieren para su
desarrollo de métodos matematicos de optimizacion
sobre una poblacion de soluciones, por lo que se ha
encontrado en los algoritmos genéticos una propuesta
firme, dadas sus caracteristicas de diversidad y
confiabilidad. Sin embargo se debe mantener una mente
abierta y posibilitar el uso de otros mecanismos tales

Datos de entrada: V, P, M,
TipoOpt, L=1

EsE,;, de }

TipoOpt[1]=0
minimizacién ? ?

v

Ordenar P Ordenar P
descendentemente ascendentemente
seglin Fopj1 seglin Fopja

Verificar si quedan elementos Salid
alida:

Frentes

de P que no han sido ubicados
ordenados

en un frente

Borrar de P lo elementos que ya
se ubicaron en el Frentey).
L=L+1

Verifica si se han comparado }

todas las funciones objetivo

Llamar la funcion que permite obtener el
frente L no dominado:
Frentey)=FND_ordenado(V,P,TipoOpt, i)

Figura 3. Diagrama de flujo del Método de Biseccion Recursiva.

4.1 Proceso de Seleccién, Cruzamiento y Mutacion.

Sobre la poblacion actual (Padres) son seleccionadas N
parejas de soluciones escogidas aleatoriamente. Cada
pareja compite en un torneo donde gana la alternativa que
pertenezca al rango de mejor calidad. Si las alternativas
en competencia pertenecen al mismo frente, entonces
gana la que introduzca un mayor grado de diversidad al
conjunto en construccion. Los vencedores de cada torneo
son los Unicos facultados para obtener descendencia, el
cruzamiento y mutaciéon se manejan de igual forma al
mostrado por el algoritmo genético clasico. De esta
manera, lo que se espera es que la informacion genética
de las alternativas dominantes esté presente en las
siguientes generaciones y atraiga al resto de la poblacion
hacia sus vecindades.

Tab

177

como las colonias de hormigas y las particulas swarp. A
continuacion se dard una revision general del algoritmo
NSGA-II, cuya primera versién se apoya en algoritmos
genéticos.

Es clasificado como de tipo elitista, ya que incorpora un
mecanismo de preservacion de las soluciones dominantes
a través de varias generaciones de un algoritmo genético.
El proceso se inicia a partir de un conjunto de tamafio N
de soluciones (Padres) obtenidas al azar o a través de un
constructivo suave. Las siguientes generaciones son
determinadas usando mecanismos modificados de
seleccion cruzamiento y mutacion definidos por el
algoritmo genético clasico.

la 2. Seudo codigo del método de biseccion recursiva

M¢étodo de Kung (biseccion recursiva)

L.

function [Frente] = FND_ordenado(V, P,TipoOpt, i)
% La entrada i corresponde a la i-ésima funcion objetivo con
% la que se comparara la poblacion actual.
N=size(P,1);
PosDividir=round((N)/2);
if N>1
%Se divide el frente y se llama la funcion recursivamente.
[I]= FND_ordenado (V,P ([1:PosDividir],:), TipoOpt, 1);
[D]= FND_ordenado (V,P([PosDividir+1:N],:), TipoOpt, i);
if TipoOpt(i)== % Si el problema es de minimizacion
if V(D(size(D,1)),i)<=V(I(size(1,1)),i) % Si| domina a D
M=[LD];

if TipoOpt(i)==1 % Si el problema es de maximizacién
if V(D(size(D,1)),i)>=V(I(size(L,1)),i) % Si | domina a D
M=[L,D];
else
M=(I];
end
end
Frente=M;
else
Frente=P;
end

4.2 Operador de Apilamiento

Los algoritmos multiobjetivo buscan encontrar el mayor
namero posible de soluciones que pertenezcan al frente
de pareto. Por tanto, es necesario que la poblacion se
mantenga tan diversa como sea posible. El operador de
apilamiento permite cuantificar el espacio alrededor de
una alternativa que no se encuentra ocupada por ninguna
otra solucion. Para esto se debe calcular el perimetro del
cuboide formado por las soluciones vecinas que poseen el
mismo rango de dominancia que la alternativa i, lo cual
se describe por medio de la ecuacion (2) como:

f (i) —f (linjl)|
m

m
max min
fm — f m ‘

2
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Donde 1™ es un vector que indica la aternativa de
solucion vecina a la alternativa i, f,,"™ y f."" son los
vaores maximo y minimo sobre todo e espacio de
solucion de la funcion objetivo m, y M es € nimero de
funciones objetivo optimizadas.

A ]
14

——

fzx (i+) _ fzx(.a)

!
!
|<— flx('+1)_f1><(i—1) _’| sz

Figura 4. Distancia de apilamiento parala alternativa de
solucion Xi.

Por eemplo para el caso de lafigura4, con dos funciones
objetivo y tres rangos de dominancia para las 10
aternativas mostradas, € semiperimetro del area
sombreada esta dado por medio de la ecuacion (2) como:

‘ le(i+1) _ le(i—l)‘ ‘ f2><(i+1) _ fzx(i—l)‘

- max min max min
‘ fl _fl ‘ ‘ fz _fz ‘

di

De esta manera se puede afirmar que para un conjunto de
soluciones en competencia, la alternativa que introduce el
mayor nivel de diversidad es aguella con la mayor
distancia de apilamiento dada por la ecuacion (2).

421 Seleccibn por torneo segin operador de
apilamiento (<c).

Este procedimiento reemplaza la seleccion usada en el
algoritmo genético tradicional. Consiste en comparar dos
soluciones las cuales poseen, cada una, dos atributos:
- Un rango de no dominacion r;. Segun el frente
de pareto.
- Unadistancialocal de apilamiento d..
La seleccion retorna la solucion ganadora i basandose en
dos criterios fundamentales.
- Sitiene mejor rango: ri<r;
- S tienen el mismo rango pero i tiene meor
distancia de apilamiento: di>d;

4.3 Determinacion del Conjunto Descendiente Final

Antes de finalizar una generacién del agoritmo se
gjecuta un proceso de preseleccién y preservacion de las
soluciones de élite, que consiste en reunir € conjunto de
soluciones Padres y los descendientes obtenidos por
medio de los operadores de seleccidn, cruce y mutacion.
De esta manera la poblacién actual aumenta al doble de
los individuos de la poblacion inicia. Para €lo es

necesario clasificar e conjunto completo en sus
respectivos frentes de dominancia y preservar los
individuos que pertenezcan a los frentes de meor
calidad, tal como seilustraen LaFigurab.

Seleccion, cruce, Reunir y Frente1 :>
mutacion clasificar
Frente 2 e

Fretes —————>
Padres Hijos Descendencia
Final
n 1 Rechazadas
P
i
i

- Frenten

Figura 5. Determinacion de la nueva Poblacion
S no es posible ingresar todas las alternativas de un
frente determinado, entonces son eliminados aguellos
individuos con una menor distancia de apilamiento dada
por laecuacion (2).

4.4 Seudo-Coédigo para el NSGA-I|

1. Generar una poblacion P de tamafio N.

2. ldentificar los frentes de dominancia y evaluar las
distancias de apilamiento en cada frente.

3. Usando seleccion (<c), cruzamiento y mutacion se
genera una poblacion descendiente del mismo
tamario de P.

4. Reunir Padres e hijos en un conjunto de tamario 2N y
clasificar los frentes de dominancia.

5. Determinar e conjunto  descendiente  final
seleccionando los frentes de megor rango. Si se
supera e limite de poblaciéon N, eliminar las
soluciones con menor distancia de apilamiento en el
ultimo frente seleccionado.

6. Si se cumple e criterio de convergencia, Fin del
proceso. Delo contrario retornar al paso 3.

5. CASOS DE PRUEBA
5.1 Problema Sin Restricciones

max f1=1.1-x,

1+x,
maXfZZGO_Tl )

0.1<x1<1
0<x2<5

Los agoritmos genéticos son tipicamente utilizados
cuando las variables son de tipo entero, por lo que para €l
presente problema se requiere codificar las variables de
tipo continuo por medio de una cadena de elementos
binarios.

x = |1]o|1|o|1

Figura 6. Representacion de unavariable continda en 5 bits.
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Si la cadena de bits de la figura 6 representa la variable
X;, implica que el intervalo [0.1;1] se encuentra dividido
en (2°-1) sub-intervalos iguales, con una resolucién de
0,03226. A mayor cantidad de bits se obtiene una
respuesta de mejor exactitud, sin embargo se aumenta
considerablemente el espacio de soluciones.

Una alternativa de solucion serd formada entonces por un
cromosoma que reune cada una de las variables
codificadas.

< X1 >« X2 P

Figura 7. Representacion de una alternativa de solucién en 6
bits.

Si el bit mas significante de cada variable se encuentra
hacia el extremo izquierdo, significa que X;=0,637 y
X>=1,048. La poblacion de soluciones en cada generacion
se encontrara formada por configuraciones similares a la
mostrada en la figura 7.

La Figura 8 resume los resultados obtenidos después de
50 generaciones del algoritmo, probabilidad de
recombinacion del 95%, tasa de mutacion de 1% y
tamafio de poblacion de 50 individuos.

000
PO g,
000,

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 8. Frente de pareto resultante sin usar criterios de
diversidad (izquierda), y usando el operador de distancia de
apilamiento (derecha).

En ausencia del operador de diversidad la poblacion
tiende a homogenizarse alrededor de unos pocos
individuos, lo cual muestra la necesidad de incorporar un
operador adicional de diversidad dentro del algoritmo.

5.2 Problema con Restricciones

min f, =X

min f, =y

> _ 2_ 2 . . -1
0>-x2—y?+0.1 COS(16 Tan (%/D

> ) 4
Lot g b )
0<x<rx
0<y=<r

Una forma simple de resolver este problema es
incorporando las restricciones dentro de las funciones
objetivos por medio de una relajacion de Lagrange. De
esta manera un factor o asigna un valor que penaliza las
infactibilidades y empeora la calidad de la funcion
objetivo.

min f, = X+« - factibilidad, + g - factibilidad,
min f, = y+« - factibilidad, + £ - factibilidad,

factibilidad, = —x* — y* + 0.1~Cos(16-Tan—1(%,D
factbilidad, = (x- }4J +(y- 15] -

0<x<rx
0<y<r
B 0 s factibilidad, <0
_{1 delo contrario
0 s factibilidad, <0
_{1 delo contrario

La principal caracteristica de este problema de
optimizacion es que presenta un frente de pareto
discontintio, tal como se aprecia en la Figura 7, por lo
cual asume un mayor grado de complejidad. La grafica
mostrada se logré a través de 100 generaciones de 200
individuos y una resolucion de 5 bits por cada variable, y
se puede apreciar en ella el espacio factible dado por la
zona punteada, y la ubicacion de las soluciones
dominantes por medio de los circulos.

1.4r

1.2F
d oo
o e @ et e o -
o et s e et e
08} G .
0.6}
Og + -
0.0 .
.
0.4} .
.
0.2 P
o -
(e}
0 . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 9. Espacio Factible del problema de optimizacion
(puntos) con su respectivo frente de Pareto (circulos)

El proceso de optimizacion adquiere un mejor
desempeiio si se realiza una relajacion del espacio de
solucion durante las primeras iteraciones, lo cual implica
que las soluciones infactibles son consideradas como
“aceptables” y participan en forma regular desde el punto
de vista de los operadores genéticos. Posteriormente la
region factible se aproxima hacia sus limites reales, de
modo que los esquemas sobrevivientes contienen la
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informacion de soluciones factibles y cercanas a frente
dominante. Esto se logra asignando un valor de
penalizacion relativamente bajo para las primeras
iteraciones y aumentar sistematicamente a medida que
continda el proceso, tal como seilustraen lafigura 10.

G’B

1
1
!
0,5 !
1

»

80 100 %lteraciones

Figura 10. Vaor de penalizacion através del proceso de
optimizacion.

Aplicando este esquema de penalizacién se logra un
mayor nimero de soluciones pertenecientes a frente
dominante y se genera e efecto dlitistay envolvente que
requiere e agoritmo multiobjetivo. Posteriormente el
efecto de la penalizacion algja las soluciones infactibles
hacia frentes dominados muy aleados, por lo que se
reduce progresivamente la poshbilidad de que su
informacién genética sobreviva en futuras generaciones.

Como caso extremo se implementé un esquema que
asigna una penalizacion continua relativamente alta desde
la primera generacién del algoritmo, es decir eliminando
de raiz soluciones infactibles. Sin embargo se observé un
aumento considerable de las iteraciones necesarias para
lograr el Frente de Pareto.

&
e

%, .

g

0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12

(@ (b)
Figura 11. Comparacion de los Frentes de Pareto usando
diferentes tipos de penalizacion.

En cada caso se asignaron los siguientes parametros de
blusqueda: tasa de mutacién de 3%, poblacion de 100
individuos, tasa de recombinacién de 95% y 10 bits de
resolucion para cada variable. En e primer caso se
eliminaron por medio de una fuerte penalizacion todas las
combinaciones infactibles que resultaran, dando origen
en 3000 generaciones a Frente mostrado en la Figura
11.b. En segunda instancia se implemento un esquema de
penalizacion similar a de la Figura 10, logrando el Frente
mostrado en la Figura 11.a en tan solo 500 generaciones.
Se puede apreciar que en este caso se produce un Frente
de mgjor calidad y con menor esfuerzo computacional al
mostrado en lafigurall.b.

6. CONCLUSIONESY RECOMENDACIONES

Es conveniente conocer ampliamente el tipo de problema
gue se quiere optimizar, y evaluar detenidamente si se
trata de un caso multiobjetivo o si es posible resolverlo
adecuadamente por una técnica mono-objetivo. En caso
contrario se tiene en @ agoritmo ditista NSGA-Il una
herramienta de facil asimilacion s se tiene plena
comprensién del concepto de dominancia y una buena
base de laforma en que operan |os algoritmos genéticos.

El agoritmo NSGA-IlI presenta la caracteristica de
mantener las soluciones pertenecientes a frente
dominante dentro de los individuos de la poblacion
durante todas las generaciones del agoritmo, por lo que
no se requiere que sean almacenadas en un archivo
adjunto. Adicionalmente los mecanismos de diversidad
son de rpida implementacién, con exigencias
computacionales relativamente bajas en comparacion con
otros algoritmos de su tipo, como el SPEA y DBGA.

La presencia de restricciones en €l espacio de solucién
requiere de una manipulacion adecuada de las
infactibilidades. En ocasiones es conveniente realizar una
relgjacion y aceptar lainfalibilidad momentaneamente.

El esquema de penalizacion implementado logré un
mayor nimero de soluciones pertenecientes a frente
dominante.

La seleccion por torneo usando € operador de
apilamiento, muestra mayor eficiencia que la seleccién
por torneo tradicional en el campo multiobjetivo debido a
gue hace que la poblacion evolucione de forma diversay
prefiriendo los individuos ubicados en los meores
frentes.
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