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APLICACION DE LA ECUACION DE CONDUCCION DE CALOR SOBRE UN
RODAMIENTO DE BOLAS USANDO LA HERRAMIENTA PDE DE MATLAB®.

Application of the heat conduction equation over arolling ball bearing using Matlab® PDE Toolbox

RESUMEN

La fisica clésica, involucra una gran cantidad de poderosas leyes expresadas
individualmente en formulacion matemética mediante una ecuacion diferencial
parcial. Las soluciones analiticas de estas ecuaciones suelen ser largas y tediosas;
no obstante la Herramienta PDE de MatLab® presenta una forma cémoda de
solucién numérica para resolver ecuaciones diferenciales parciales mediante la
utilizacién del Método de los Elementos Finitos (MEF). En este articulo se
presenta una aplicacion donde seilustrala solucién de la ecuacion de conduccién
de calor sobre un rodamiento Conrad.

PALABRAS CLAVES: Ecuacion diferencia parcial, Herramienta PDE de
MatLab®, Método de los Elementos Finitos (MEF), ecuacion de conduccion de
calor, rodamiento Conrad.

ABSTRACT

Classical physics, involves a great amount of powerful laws individually
expressed in mathematical formulations by means of a partia differentia
equation form. Analytical solutions of these equations generaly are long and
tedious; however MatLab® PDE Toolbox gives an easy form of numerical
solution to solve partia differential equations using the Finite Element Method
(FEM). This paper shows an application that illustrates a solution of the heat
conduction equation applied over a Conrad ball bearing.
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1. INTRODUCCION

La mayor parte de los fenémenos fisicos de importancia
estan representados mateméticamente mediante una
ecuacion diferencia parcial. Para dar un gemplo de lo
anterior, en [1], Stephenson enumera 9 ecuaciones de la
llamada fisica matemdtica que expresan importantes
fendmenos relacionados con la dindmica de elementos
continuos, la eectrodinamica, la mecanica cuanticay los
fendbmenos de transferencia de masa y caor. Estas
ecuaciones en su forma general son:
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Los desarrollos clasicos de agunas de estas ecuaciones,
utilizan métodos el egantes como el Método de Fourier, la
Integracién de Riemann y e uso de la Funcién
Genegralizada de Green [2], [3]; sin embargo estos
procedimientos no siempre garantizan soluciones
andliticas exactas que permitan ilustrar €l
comportamiento de un fendmeno fisico; es entonces
cuando las soluciones analitico-aproximadas [4], y los
métodos numéricos proporcionan técnicas eficaces y
eficientes para dar clara solucion a un problema
especifico delafisicaclasica

En particular, los métodos numéricos desarrollados desde
el siglo X1V por Sir Thomas Harriot en laUniversidad de
Oxford [5], répidamente fueron populares entre los
grandes matemdticos europeos, siendo  usados
principalmente para resolver ecuaciones y trascienden de
manera importante hacia la ingenieria en 1943, cuando
Richard Courant desarrolla e Método de los Elementos
Finitos (MEF). Courant usd los métodos numéricos de
variacion propuestos por Ritz con € fin de obtener
soluciones aproximadas para sistemas vibrantes [6].

Durante muchos afios, la gran cantidad de operaciones
mateméticas béasicas y €l enorme tiempo que esto
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demandaba, ademas de las dificultades para realizar
graficas complgjas, fueron los principales enemigos del
andlisis numérico. Este obstaculo sdlo pudo ser separado
en la década de 1970, cuando IBM lanza a mercado
ordenadores eficientes que facilitaron y agilizaron los
procesos iterativos.

El Método de Elementos Finitos se convirtié entonces en
el método preferido para generar soluciones aproximadas
de ecuaciones diferenciales parciales y sus aplicaciones
incluyen problemas de la mecanica de solidos, la
mecénica de fluidos, los fendmenos de transferenciay la
electrodindmica.

La gran dinamica en el desarrollo de la electronica 'y la
infformatica da a mundo de hoy opciones de
computadores de ata velocidad y capacidad de
amacenamiento de datos, ademas de surtir a los
ingenieros con una gran cantidad de software
especializado con herramientas especificas de trabgjo
como la Herramienta PDE de MatLab®, con la cual en
este articulo, se desarrollard una aplicacién especifica de
transferencia de calor sobre un elemento mecanico
comun.

2. LA ECUACION DE CONDUCCION DE CALOR.

Una ecuacion diferencial, en la que aparecen dos o més
variables independientes, se Ilama ecuacion diferencial
parcial. En particular una ecuacion diferencia parcia de
laforma

A®y, + By + (P, = (x,y, P, Py, Py). (g

donde 4, BE y C son constantes, se llama ecuacion
diferencial parcial casi —lineal.

Existen tres clases de ecuaciones diferenciales parciales
cas —lineales[7], [8]:

S B2—4AC <0, laecuacion sellamaeliptica. (2)
Si B2—4AC =0, laecuacion se llama parabdlica.  (3)
Si B2—4AC > 0, la ecuacion se llama hiperbdlica.  (4)

Las tres formas casi — lineales pueden ser normalizadas
con e fin de introducir un sistema de coordenadas
especifico; asi la ecuacion (1) segun las condiciones
dadas en (2), (3) y (4) se convertiran en:
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(Forma normal de la ecuacién parabdlica).

Seglin Sobolev [9], la ecuacion que permite determinar la
temperatura en todos los puntos de un cuerpo homogéneo
e isotrpico, se conoce como ecuacion de conduccion de
calor, esta ecuacion posee laforma

2y =130
Vi = kat”  (8)

donde ulx.y.z.t) es la funcion de temperatura en el
punto de coordenadas (:.v.z) en el tiempo ¢t y k esla
difusividad térmica del material evaluada como la razon
entre la conductividad térmica K, y € producto entre la
capacidad calorificacy ladensidad del material z. Luego

Kaq
k= —

pec

Si se compara la ecuacion (8) con las ecuaciones (5), (6)
y (7) se puede concluir que la ecuacion de conduccion de
calor es de tipo parabdlico. Tinoco [10] demuestra que la
ecuacion (8), es un caso particular de la ecuacion

dj— V-(CVu)+au=H ©)

donded = p- ¢, C = k, aeslaconvectividad térmicay f
eslafuente de calor. Laecuacién (9) representalaforma
genérica parabdlica de la Herramienta PDE de MatLab®
[11]. La particularizacién de (8) respecto a (9) conlleva a
los valores especificos

d=lLa=0I=0yC =Lk

cabe anotar que en este modelo se redizan
consideraciones de continuidad, homogeneidad e
isotropia de material.

3. MODELO DE LA ECUACION SOBRE UN
RODAMIENTO TIPO CONRAD.

El rodamiento tipo Conrad es un cojinete de elementos
rodantes (esferas) de amplio uso en la maguinariarotativa
debido a que pueden soportar cargas radiales y cargas
axiales en dos direcciones [12]. En lafigura 1, se ilustra
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un esguema general de un rodamiento Conrad. Los
rodamientos tipo Conrad son también conocidos como
rodamiento de esferas de canal profundo. Normalmente
estos rodamientos estan fabricados de acero AISI 5210
endurecidos superficialmente en alto grado [13].

La vida atil de los rodamientos normamente es
expresada como vida L 1o [14], esto es el ndmero de ciclos
alafala que excede el 90 % de una poblacién de partes.

Larelacion base esta dada por |a ecuacion
) .

C,oL,02 = FlLa. 10

donde C,,se conoce como tasa de carga del catdlogo, ya
que este valor varia seguin €l fabricante, F eslacarga que
se requiere soportar para un nimero de ciclos L y a es
una constante de valor 3 para los rodamientos tipo
Conrad.

/ Pista exterior

Jaula o canastilla

Elemento rodante

Pista interior

Figura 1. Rodamiento tipo Conrad o rodamiento de esferas de
cana profundo

Fuente: Adaptacion catalogo interactivo SKF con autorizacion
[15].

Cuando un rodamiento es susceptible de condiciones
anormales de trabagjo, € valor de la vida en ciclos
caculada para cierta carga de trabago especifica, se
reduce notablemente. Por eemplo, la lubricacion
deficiente es una de las principales causas de falla en un
rodamiento, este hecho genera fricciones no deseadas en
los elementos del cojinete y por lo tanto un aumento
considerable de la temperatura, sin embargo el exceso de
lubricacion también produce calentamiento del cojinete
debido al ato calentamiento del lubricante sobrante que
no hace trabajo alguno.

Se procedera ahora a realizar el modelo de aplicacion de
conduccion de calor en un rodamiento para asi poder
observar la direccion del gradiente térmico y la
concentracion del calor en los elementos que lo
componen.

31 USO DE LA HERRAMIENTA PDE DEL
MATLAB®.

Los valores de K,, ¢ y p para € materia acero AlSI
5210, pueden ser hallados en [16], se tiene entonces que

Ko = 16,3 ——
m+L (conductividad térmica),

l'EI

p= ?H'IT—Z (densidad),
m-

por lo tanto

m
C:4,533 * 10 GT

Ahora se procedera a la construccién del rodamiento en
el PDE. Este se construye a partir de contornos después
de abrir la herramienta PDE digitando PDETOOL en €l
espacio de trabajo de MatLab. En la Figura 2, se puede
observar el espacio de trabajo y el contorno geométrico
del rodamiento.

-} PDE Toolbox - RODAMIENTOZ.M

Fie Edt Oplbiors Drew Boundry PDE Mosh Sobe Pk Window Help

=zl = A PN N e
Sk forrmd

(E1-E2)oEInE4ESER-ETEB-EJE10=(E12-E11)

2 i B

Figura 2. Creacion del contorno geométrico del rodamiento con
|a Herramienta PDE.

La ecuacion usada para la creacion del contorno, esta
dada por

(E1 - Ep) + Es +E4 +Es5 +Eg + E7 +Eg + Eg +Ey0 + (B2 —
Ell)! (11)

donde E; representa la geometria especifica de las
circunferencias que representan cada elemento del
rodamiento. Para cada E; existe en el programa generado
un correspondiente punto P, (X, Yyi) que ubica la
geometria especifica en € entorno de trabajo.
Posteriormente se eliminan los subdominios, degjando un
unico dominio geométrico que representa la frontera del
sistema, esta frontera se observaen lafigura 3.
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Figura 3. Frontera del rodamiento en (inico subdominio.

Con el comando “mesh” se crea una malla refinada. En
este punto es importante un buen criterio de ingenieria
para lograr una éptima geometria discreta del sistema, €
usuario puede ubicar €l ndmero de nodos y elementos
triangulares adecuados. Para e caso particular, se
generaron 21670 nodos y 40638 elementos triangulares.
Se hizo ademés un refinamiento excesivo en los
contactos entre los elementos rodantes y las pistas, pues
debido ala presencia de esfuerzos hertzianos estos puntos
son criticos. La figura 4 muestra € modelo final del
sistema.

Figura4. Malafinal del modelo del rodamiento tipo Conrad.

El modelo de ecuacion diferencia parcial y los
coeficientes se ingresan ahora tal como se muestra en la
figura 5, para generar la solucién de la ecuacién de calor
sobre e modelo creado, se usa e método de Neumann
debido a que los coeficientes de la ecuacién parabdlica
son completamente conocidos. Cabe destacar que la
Herramienta PDE realiza soluciones bien con e método
condicional de Neumann o bien con e método
condicional de Dirichlet, segin se conozcan las
constantes de la ecuacion o la funcion de limite de
frontera.

) PDE Specification EEX]
Equatior: d*ur-civictgrad(u))setu=t
Type of FOE: Caefficient Valse
O Eiptic c 45%5
() Parsholic ) 00
O Hyperbalic . 0
() Eigenmodes ot 1.0
OK [ cancel

Figura 5. Introduccién de los coeficientes y seleccion de la
ecuacion parabdlica para simular la ecuacién de conduccion.

Segun Cengel [17], las condiciones de frontera para la
ecuacion de caor, son aquellas que indican las
condiciones térmicas en las fronteras de un sistema; esto
es la expresion matematica de la temperatura a los
alrededores. La condicion inicial expresa € vaor de la
temperatura en €l tiempo t = 0. Para un sistema general,
la expresion para las condiciones iniciales y de frontera
en coordenadas cartesianas rectangulares, se expresa
como
% y,20) =ulxy,z). (12)

En donde la funcién u(x v.z) representa la distribucién
de temperatura en todo el medio en €l instante t = 0.

En este gercicio se supondra que en € tiempo t =10,
u = 22°C sobre la pista exterior del rodamiento. Se usara
el formato de condicién de frontera de Dirichlet de la
herramienta PDE. Segin la condicion de Dirichlet la
ecuacion gobernante de la condicién de frontera esta
expresada como

h-u=r (3

donde u es distribucion térmica, h es un factor de peso
cuyo valor normalmente es 1[18] y r es una funcion
escaar. En la figura 6 se ilustra la introduccién de los
valores rectores de las condiciones de frontera utilizando
la herramienta PDE.

I
(@
X

) Boundary Condition

Boundary condition equation’ hu=r

Condtion type: Coefficiert Vale Description

*) Neumann

%) Dirichlet

Figura 6. Introduccion de los valores determinantes para las
condiciones de frontera.

Finalmente se puede observar el modelo de solucion dela
ecuacion en la Figura 7. Las zonas rojas muestran donde
la concentracion térmica es mas dta. Para este caso se
realizd una simulacién de 60 segundos, suponiendo que
el rodamiento rota alrededor de su centro con velocidad
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angular constante de 1700 rpm. Como se observa en los
puntos de contacto entre las pistas y los elementos
rodantes la temperatura alcanza unos 50 °C segun la
simulacion y las esferas locaizadas en las posiciones 12,
6 (tratando € rodamiento como la caratula de un reloj)
presentan la mayor concentracion de temperatura en su
periferia. Este hecho realza la importancia de la
existencia de una pelicula de lubricacién entre superficies
en contacto asi: a) Se refrigeran dichas superficies; b) Se
disminuyen las magnitudes de los esfuerzos hertzianos.

Figura 7. Simulacién fina, los puntos rojos ilustran la
temperatura més altadel sistema.

4. CONCLUSIONES

Se ilustra en este articulo una moderna metodologia de
trabgjo con el fin de simular situaciones comunes en
procesos mecanicos. Los rodamientos son elementos
vitales en la maguinaria rotativa ya que una falla de ellos
produce paradas en maquinaria que conllevan a costos
extras y atrasos en la produccién. En la simulacion
realizada en el articulo se observa como los puntos en
contacto se calientan de manera excesiva durante la
operacion de trabgjo. En este caso €l aumento térmico se
debe no solo a una condicion habitual de trabgjo sino a
gue se omitio la smulacion de una capa limite de
pelicula lubricante entre pistas y elementos rodantes.
Como conclusion final podemos resaltar las ventajas que
otorgan los computadores para prever Situaciones en
disefio mecanico, haciendo la savedad que lo que se
realizd agui es una mera simulacién y las respuestas
halladas en la forma de conduccién térmica en €l sistema,
puede estar lgjana a la redidad, sin embargo los datos
encontrados dan ideas generales acerca de lo que podria
ocurrir en un disefio especifico ahorrando gastos de
prototipaje. En fin, tal como lo expresa el Dr. Robert L.
Norton [18]: “ One can no longer do Engineering
without using its latest and most powerful tool, the
computer”.
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