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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LAS SOLUCIONESDE PROBLEMASDIFERENCIALES

Existence and uniqueness of the solutions of differential problems

RESUMEN

En este articulo consideramos el problema de la existencia y unicidad del

Y(%) =Y, donde

f esunafuncion continua que satisface una condicion de Lipschitz.

problema diferencial de valor inicid Yy = f(X,Y),

PALABRAS CLAVES: Ecuacion diferencial, condicion de Lipschitz.

ABSTRACT

In this paper we discuss the existence and uniqueness theorem for first order
initial  problem y'=f(X,y), Y(X)=Y,, wheref is a continuous

function and satisfies a Lipschitz condition.

KEYWORDS:. Differentia equations, Lipschitz condition.

1. INTRODUCCION

Los problemas de valor inicial del tipo

y=1(Xy), Y(%)=Y,, @)

aparecen en muchas aplicaciones en fisica, biologia y
economia. Aparte de casos particulares, estos problemas
diferenciales de primer orden no pueden ser resueltos
explicitamente lo cual motiva la busqueda de métodos
aproximados. Sin embargo, antes de intentar hallar la
solucién exacta o aproximada del problema (1) es
conveniente determinar s tal solucién existe y s ésta es
Unica. En este articulo retomamos las ideas del método
desarrollado por el matemdtico Francés Emile Picard
(1856-1941) para determinar condiciones para la

funcion T bajo las cuales e problema de valor inicia (1)

tiene solucion dnica en algln intervalo que contenga a X, .

Aunque el método de las iteradas de Picard es un método
conocido, en la mayoria de los libros de texto que se usan
el los cursos de ecuaciones diferenciales de nuestra
Universidad Unicamente se enuncia € teorema de
existencia y unicidad de la solucion de (1) sin aclarar €l
porque bajo ciertas condiciones impuestas a la funcion
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f se puede garantizar que & problema diferencia (1) tiene

solucion Unica. En este articulo se usan técnicas
elementales de calculo para demostrar condiciones para la

funcion f que garantizan que las iteradas de Picard

constituyen una sucesion de funciones que convergen a la
solucion del problema (1). Igualmente se demuestra que la
funcién limite de tales iteradas es la Unica solucion de (1).

2. EXISTENCIA

Determinemos condiciones que garanticen a menos una
solucion de (2):

En primer lugar, si f (X, Y) esunafuncion continua que
depende Unicamente X podemos integrar la ecuacion en
(1) paraobtener lasolucién del problema diferencial.

Por otra parte, s f(X,Y) es una funcion que depende
Unicamente de Y, podemos separar las variables, integrar
y obtener una solucion del problema (1).

En general, f(X,Y) esunafuncion que depende tanto de

de X como de Y. En este caso podemos tomar cualquier
funcion continua Y =Y,(X) que pase por € punto
(X9, Y,), puede ser la funcion constante Y=Y,, y

reemplazarla en e miembro derecho de la ecuacion
diferencial en (1) paraobtener la ecuacion
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y'=1(X¥(¥)- 2

S f(X,y) es una funcion continua en algin conjunto
abierto y conexo S del plano que contiene a punto
(X, Y,) » entonces (X, Y,(X)) seraunafuncion de X

continua en algin intervalo que contenga a X, . Integrando
(2) obtenemos lafuncion

%00 = Yo+ [ £t yo(O)et, ®
lacual pasapor e punto (X,, Y,) -

Reemplazando Y,(X) en el miembro derecho de la
ecuacion diferencial en (1) obtenemos

y'=1(xy()).

Integrando, obtenemos
Y00= Yo+ [ F(ty,O)ck.

Utilizando Y,(X) podemos obtener Y,(X), y asi

sucesivamente. Realizado €l proceso N veces obtenemos
lafuncién

V(= Yo+ [, Tt Ypa(®)ck. @

Las funciones Y=Y, (X), para N=1,2,3,... reciben e
nombre de iteradas de Picard. Demostremos que en un
cierto intervalo que contiene a X, y bao condiciones

especiaes, la sucesion de funciones definida en (4) se
aproxima a una funcion limite Y = ¢(X) que es solucion

del problema (1) en algdn intervalo que contiene a X, .

Consideremos que en laregion S lafuncion f(X,Y)es
continuay acotada. Sea M una constante positivatal que
| f(XY)|<M paa (x,y)eS. 5)

Sean L, y L, lasrectas que pasan por e punto(X,, Y,) Y
tienen pendiente My —M respectivamente. Sean K, y
K, dos rectas paralelas ad ee Yy tales que los dos
tridngulos determinados por lasrectas L, L,, K,y K,

estén contenidos en S. Consideremos que las rectas K.y

K, cortan a gje Xdeterminando el intervalo [a,b] que

contiene a X,. Sea R la regién encerrada por estos
triangulos, es decir,
Y }

Probemos que para cualquier entero positivo N, s la
gréficade Y=Y, ,(X) esta contenida en Sentonces la

R:{(x,y):aSXSb,‘X:—yg
X=X

gréfica de la siguiente iterada Y =Y, (X) esta contenida
en R:

Sea X € [a,b] . Entonces

%090 =[] Ly, et

<M |x=%|. (©
Entonces, para X # X, tenemos que

yn(x)_ yO
X=%

<M,

lo cua indica que la pendiente de la recta que une
(%, Yy) con (X,Y,(X)) esta entre M y —-M,

garantizando, por lo tanto, que e punto (X, Y, (X)) esta
en R. Por lo anterior, si Y,(X) setomadetal maneraque

su gréfico esta en S, entonces todas las funciones
y=Y,(X) etaranen R (paran=1,2,3,...).

Ademés, cada una de estas funciones serd continua y
tendra derivada continuaen € intervalo [a,b] .

Ahora, paracada N> 2 tenemos que
n-1

yn(x) = y1+Z(yk+1(X)_ yk(x)) . (7
k=1

S existe una constante A>0 tal que la funcion f
satisface lacondicion

(%) - f(x )< Ay-9], ®

para cada par de puntos (X, Y) y (X,Y) en R, entonces
podemos asegurar que
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[Yeu 09~ %= Al [ O - yes Ol |, @

para k=2,34,...
La condicién dada en (8) recibe el nombre de condicion de
Lipschitz para f respecto a Yy . La constante A recibe €

nombre de constante de Lipschitz.
Como VY,(X) y VY,(X) son continuas en el intervalo

[a, b] entonces existe una constante N > 0 tal que
|y2(x)— yl(x)| <N, paratodo X en[a,Db]. (10)

De (9) y (10) se obtiene

15001200/ < Al[" 9,00 - %0t

SAUXO th‘: AN|x~ |-
Deigua modo,
[¥:09- ] <Al y,0 - 0]t
2
2 I+ A2 |X_Xo|
<A NUXO|I x0|dt‘_ AN
Mediante un razonamiento inductivo podemos afirmar que

k-1
X%
|yk+1(X)_ YK(X)| <A lNﬁ,

para cadanatural K > 2.

Tomando h= max{|x0 —a|,|% - b|} tenemos que

~ hkfl
|yk+1(x)_ yk(x)|§Ak 1Nm (11)

Como la serie de términos constantes

o h**
Z AN convergea Ne™ entonces, por
k=l (k-=1)!

el criterio de Weierstrass, la serie

EDNUMEEAC)

converge uniformemente a una funcion y = @(X) , lo cual
implica que la sucesion de funciones Y=Y (X)
definidas en (7) converge uniformemente a la funcién
y=¢(X). Como cada Yy=Y,(X) es una funcion

continua y la convergencia es uniforme entonces
y = @(X) también es continua.

Por otra parte,

‘cﬂ(x)—(yo +L: f(t,(p(t))dt)‘
- ‘(o(x) - Y.(¥) +LZ[ f(t,y () f(, (/J(t))]dt‘

Por (8) y ladesigualdad triangular tenemos que

‘(o(x)—(yo +j'; f(t,(p(t))dt)‘

<[p00- Yo+ AlJ [y a0 - (0]

Para cada £ >0 existe un nimero natural N, tal que s

N> n, entonces

|€0(X)—yn(x)|<g y Iynfl(t)—qo(t)l<ﬁ,

entonces

‘co(X)—(yo + IXO f(t,(o(t))dt)

<£+Aj-xidt
2 % 2Ah

LA X—X|< &,
2 2h

lo cual implicaque

P(X) =y, + LO f(t, p(t))ct .

Por el teorema fundamental del céculo tenemos que
P'(¥) = f(x0(x)).

Ademés, @(X,) = Y,-

Por tanto, Y = ¢(X) es unasolucién del problema (1).
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3. UNICIDAD

Demostremos ahora que en € intervalo[a, b] solo hay
unasolucién del problemadiferencial (1).

Supongamos que Y= W(X) es solucién de (1) en ©
intervalo[a, b] y demostremos que esta solucién

coincide con lasolucion Y = @(X) .

Inicialmente demostremos que (X, W (X)) estaen Rpara
cada X en(XO,b].Sea

T={XE[XO,b] : ‘%\Z%)F M}

S T#, existe un nimeroX_ que es e menor
elementode T .

Dado que Y=Y(X) es continuay derivable, por e
teorema del valor medio podemos garantizar la existencia
de un nimero X entre X, ¥y X, tal que

[ (%) —\P(xo)l_‘q,,(x*)‘ |

X=X |
Entonces
‘f(x*,‘P(x*))‘=“P'(x*)‘=|\y(xm)_ly(x")| oM.
X% |

luego e punto (X, ¥ (X)) S y por tanto

R{CORLTCSIIgY

(absurdo, yaque X < X )-
X =%

Luego T = yasi

‘Mwmxﬂqsb,

X=%
lo cual garantizaque (X, '¥'(X)) € R para X, < X<Db.
De manera similar se demuestra que (X, V(X)) e R
para a< X< X,.

Ademés, (X, ¥ (%)) = (%,¥,) € R

Por tanto (X, ¥ (X)) € Rparatodo x[a,b].
Ahora,

09 -009] = [ TF LY@~ f o)

< A‘ [ [#®-00) dt‘ | 12)
Xo
Sea C= giﬂ?(t) —p(t)|.
Entonces

W (X) —p(X)| < AC|x—X,|. (13)

Reemplazando (13) en el integrando de (12) obtenemos

¥ (%) - (x)| < A‘ [ ack- x0|dt‘

2 _ 2
_A CIX2 X "

Reemplazando (14) en el integrando de (12) obtenemos

W (¥) - p(x)| <1 AU:) AClt- XO|2dt‘

_ A3C|x—x0|3

3!
Inductivamente llegamos a que

(15

(9 — (%) sACK—‘X‘",

| n=123,...

Puesto que |X— Xo| < h entonces

C(Ah)"

P (0 - o] <=
n

n=123,...

Como

C(Ah)"
n!
|‘P(x)—¢)(x)| =0 paatodo X e[a,b] .

— 0 cuando N—> o0, entonces

Lo anterior seresume en €l siguiente teorema:
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Teorema. (Existenciay unicidad)

Supongamos que T (X,Y) es una funcién continua en
unaregion S del plano Xy y que existe una constante

M >0 tal que|f(x,y)|£M para (X,y)€S.
Sean (X, Y,) unelementode Sy [a,b] unintervalo

tal que laregion Sincluye alaregion Rencerrada por
los triangulos formados por lasrectas X=a y X=by
las dos rectas que pasan por € punto (X,,Y,) Y tienen

pendiente M y —M respectivamente.

Supongamos que existe una constante A> 0O tal que
(9 - f(x )< Ay-Y]
para cada par de puntos (X, ) y (X, ¥) de R.

Entonces existe una Gnica funcion que pasa por €l punto
(X, Y,) Y que satisface la ecuacion diferencial

y' = f(X,y¥) end intervalo [a,b].
Nota.

La unicidad de la solucion garantiza que cualquier
funcion que pase por € punto (X,,Y,) puede tomarse

COMO primera aproximacion.
Mediante el método de las quebradas de Euler se puede
demostrar que la continuidad de la funcion fen S

garantiza la existencia de soluciones del problema de
valor inicial (1) pero no garantizala unicidad.

4. CONCLUSIONES

El problema de existencia y unicidad demostrado puede
ser generalizado de manera directa, con ideas similares a
las expuestas, a problemas diferenciales de orden
superior.

En la mayoria de los casos e método de las iteradas de
Picard no es un método efectivo porque las integrales a
calcular se complican a medida que aumentamos las
iteraciones. S6lo en casos muy simples podemos calcular
las primeras iteradas de Picard e intuir la solucién exacta
del problema (1). En algunos casos més complicados las
integrales pueden ser caculadas numéricamente
mediante algun programa computacional.
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