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METODO DE LAS EXPANSIONES HOLOMORFAS PARA LA SOLUCION DE
ECUACIONESDIFERENCIALES PARCIALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

The holomor phic expansions method to the solutions of partial differential
equations with constants coefficients

RESUMEN

En este articulo se presentan soluciones explicitas para una ecuacion diferencial
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ABSTRACT

In this article the explicit solutions for a second order partial lineal differential
equation in several variables using the method of holomorphic expansions [6] is

investigated.
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1. INTRODUCCION

Para obtener soluciones de EDP lineales de segundo orden
utilizamos la representacién de funciones anditicas de
variable real por medio de series con términos definidos en
un espacio complejo multi-dimensional. Esto hace posible
obtener una amplia clase de soluciones explicitas para las
EDP lineales de coeficientes constantes. Las soluciones en
series pueden degenerar a sumas finitas y soluciones
polinomiales. En este articulo se ilustra e método
desarrollado en [6] mediante solucion de la ecuacion EDP
homogénea de segundo orden:
Qu gy ) .
xZ | ox? | o2 oxZ? , Q)
La ecuacién (1) posee soluciones finitas e infinitas. En
este trabajo se exhibiran algunas soluciones finitas.

2. DESCRIPCION DEL METODO

En este articulo se tienen en cuenta las siguientes
notaciones

X=(X,%,,..., X, ) sonpuntosde R™.
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H (Q) es el conjunto de funciones holomorfas sobre
Q.

Z=(Zi,22,...,zm) son puntosde C™.
n=(n,n,...,n;); n, e NU{0}.
IN=n+n+...+n,.

2"=z"-zy-...-z.
nt=n!n....n !

Ademaés las sumas sin limite superior se consideraran
finitas.

Cualquier ecuacion diferencial parcia homogénea de
segundo orden con coeficientes constantes se puede
expresar como una ecuacion de laforma
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n o%u ou
a——+2> b —+4cu 0, 2
; J axz. Z‘ ' ox, @

donde u=u(x),xeDcR" vy ‘aj‘ =1s a #0,
y se considera que a menos dos coeficientes a; tienen

el mismo signo. Sin perdida de generalidad podemos
asumir que &, =a, =1.
En el dominio

G:{(x, Y):xeD,y= (Y, Yy Y, ,) €D, C R”Z}.

Laecuacion (1) esequivaente al sistema

m m
Z ZJ
:0
o

=0, k=12..,m-2

k

+2> b, aW+4c,w 0,
= 3

Definiendo las variables complejas

Z =X+, Z, =X +1Yy, ey Z =X FiY

y considerando a G como un dominio en € espacio

complegjo de dimension M-—1le intercambiando la
derivacion parcial por operadores de Cauchy obtenemos

_ ml
0, W~ W-bd W+ oW (3.0, *+y .d, )W=0)
= (4

d,~dW=0 b:;(lq—ig); j=2..m1

Este sistema es € andlogo complgjo de (3) dado que
satisface la parte real y la parte imaginariade W .

Se pueden expresar la soluciones de (4) en términos de
expansiones holomofas (HE)

W= z ZW.(2) (5)
|nj=0

donde los coeficientes W, (2) e H(G) son

indeterminados. Sustituyendo (5) en (4) obtenemos

S 2'[(n +(d, ~DW,,

=0

m-1 _
(8,4, >+ by ,d, W, — (bd, oW, | =0, (6)
j=2

Zz(n +DW, ,,—d, W, =0, (7)
[n=0
j=2,..,m-1.

Se escribe Wnj+l paraV\(h, My PN, fly COMO

un manera de compactar la expresion.
Para satisfacer (6) debemos tener

(n+1)(d, ~b)W, ,

+Z(aj+1d +d, )
=

Lacual esunaecuacion diferencial ordinaria con
respecto a W

Vvl+l() ( ) q+1(§)e(p(b21)+$JL(V\4) 9)

Fo:1(&) esunafuncion arbitraria holomorfaen

_(t_)d21 —C)V\/n =0 ©

G, lacual eslaproyeccion de G sobre e subespacio
z, = const.

m-1

L(V(2)= {bd —Z(aﬁldz +bj+ld])—c}V(z)
IV@)=["V(e¢)en(b(z-¢))de.

Delaecuacion (7) setiene

W ildzjw, j=2,3.m-1. (10)

nj+1 .
J

Las ecuaciones (9) y (10) nos permiten calcular todos los
coeficientes de la serie (5) empezando con las funciones

arbitrarias W, e H(G)y F, e H (Gj

Lasumaformal delaserie satisface el sistema (4).

2.1. Solucionesfinitas

En particular cuando b, = b, = ¢ = 0 enlaecuacion (1)
se cubren las ecuaciones clasicas de coeficientes

constantes y ademas admiten soluciones finitas. En este
caso (9) permanece invariabley (8) setransforma a:

1
W,..(9= ( ) q+1(§)+m_JK (W.) : (11)

donde
K(an) = _Z(aj+ld ? + b]+ld )/V
I(V(@)=[V(&)de.

Laescogenciade lasfuncionesiniciales
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Wo=¢(2)R($). F(£)=P(S), <=,
con P, (&) polinomiosy ¢(z) € H(G;) una funcién

arbitraria holomorfa en la proyeccion de G sobre el
plano ¢ = const, proporcionaque todo W, seaigua a

cero para un valor de \n\ lo suficientemente grande.

Cuaquier solucion finita es generada por funciones
iniciales del tipo mencionado anteriormente.

3. APLICACION DEL METODO
A continuacion se hace una descripcion detallada de la

aplicacién del método de las expansiones holomorfas
parala siguiente ecuacion

0°u ou 0°u du du

+ + - -—= 12
x> ox,° ox° ox;° ot (12
Definimos las variables complejas
Z =X 4%, Z,=X+iY,, Z, =X, +iY,,
Z, =t+iy; =X +1iY;. (13

Sea G un dominio en el espacio complejo de dimension
4. Intercambiando la ecuacion diferencial parcial real por
operadores de Cauchy mediante las transformaciones

— 1( &* &7
dzdz == — |, 13
0° 0° 0°

s ————2 i
0% 0y 0X0Y,

1
dz,dz, —dz,dz, = Z{

1| o* &? o* .

— s~ 2 i, (14)
4| 0x,~ 0Y, 0X%,0Y,

_1d24:_1 i_ii , (15)
2 4| 0%, O0Y,

dz,dz +dz,dz, - dzdz, —%dz4

1l &> o* % @ 0? )
7 2t oz a2 Aozt Aoz
41 0x° 0% 0X° 0y, 0y, 0%

dz,dz +dz,dz, — dz,dz, - ; dz,

1| 07 0* 0? 0° 0° 0
7 2t et 2 2T -
ALox" 0% 0% Oy Oy,

2 axs

1.0 1. 104
+ +— +— 1, (16)
20%0y, 20xdy, 40y,

Para eliminar los términos Yy, =1,2,3 en (16) Se
introducen |as ecuaciones siguientes

dzj—dEjzl{ 0 9 i}

2 aXj+l ayj—l
1| o o . o .
-= + i|=- i (17)
2 8XJ+1 8yj—l ayj—l
con |=2,34.

L os operadores de Cauchy siguientes forman e andlogo
complejo del sistema (11)

(dzldil +dz,dz, — dz,dz, —%dzJ u=0, (19
(dz2 - dEz)u =0, (d%—dZ)U:O,
(dz1 —d%A)UZQ (19)

Expresando la solucién del sistema (18) y (19) en
términos de EH Setiene

u= Z nz"u (2), (20)
=0

donde U, son coeficientes indeterminados de h(G) .

Sustituyendo (20) en (18) y (19) se obtiene

0
dz,dz(u) = Z n+1)z aunﬁlnm (2). @)

|n=0
2
dz,dz,(u)=">» Z" Z), (22)
2,02, ZO 027 u, (2)
2
Z), (23)
n\ 0 aZS ( )
dz,(u) = Z z" u,(z), (24)
=0 a 4

Reemplazando las ecuaciones (20)-(24) en (18) se
obtiene

w a 82
z {(n+1)a—un(z)+a—222un(z)

=0 4
0’ 10 —n
_5_232u”(z)_55_zu”(z)2 :O- (25)
4

Por lo tanto
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2

0 0
(n+1)aun(z)+a—zzzun(z)

02 10
_a_zgzun(z)—za—aun(z)=0, (26)
dzW= n,2'z%(2).
[n=0

Para | =2,3,4

dZ (U) ZZ —U ..... nj+1,n4(z)’
[n=0 J

dzi(w=Y (0, +)2', , . (2).
n\ 0

dZ (u)- dZ(U) Zl: nj,n3,n4(2)

[n=0

_Z(n +Du, +lnA(z)} 0.

[n|=0
De estamanera
0
—— Uy, (z)-(n, + DU, 001 .(2)=0.
8zj
Asi
1 ©
un ,n, N +1,n (Z) = urh,ﬂ-,-.,ﬂ (Z) (27)
1 Iy +2% Te n; +10z, e

Si reorganizamos (26) se obtiene

B e e

0z, n+1 o0z,
0? 10
+6232u”(z)+§a_z4u”(z)}' (28)

Integrando con respecto a Z, esta ltima expresion

b (D250
+I{_ u,(2) Fu(2) 1 au"(z)}dzl, 9

0z, oz 2 oz

conn =0212,...,i=1234.

Para efecto de hallar algunas soluciones finitas a partir de
las relaciones de recurrencia (27) y (29) escogemos

J. fo1(Z2,25,2,) =0y yunafuncioninicial
W, = ¢(Zl) R)(Zz’ Z;, 24) = COS(Zl) 2,232, = Uy 000
Asi que

Uoo00 = COS(ZL) 5,232, (30)

Sustituyendo (29) en (30) setiene

1 02 0? 0?
tooo = EI{_ 02,2 + 072 8242}(005(21) 222324)d21
1
2599”(21)22231
1,011
U000 = EJ.(?_ZA[E Sen(Zl)Zng} le =0,

Uy 000=0,Nn>2.
Utilizando (27) se obtiene

U100 =%(Sen(21)2223) ,

1
U100 = ESGI’](ZL) Z.

De igual manera se calculan los demas coeficientes U, .

Asi la solucion correspondiente a la ecuacion (18) y (19)
esdelaforma

NI

1
u=cos(z)z,22,+ ()22
2)2%,

<N

1 -1
+55en(2) 222+ 5n(2) 2,
+003(z,) Z,Z,t, +€0s( 7)) Z,Z,t,
+00s(7)2,2,Z, +€0s(2) 2,
+008(2,) %7, +cos(zi)7273

(2) )

2z,

Z (31)
Z

+c0s(z) 2,2z, += sen(

Separando la parte real e imaginaria de (31) finalmente se
tiene dos soluciones reales, que corresponden a la
solucion de laecuacion diferencia parcial (12)

Re(u) = 2cosh(x,)sen
+2c0s(x, ) sen

(%) %%X,
(%) %%,
+800s( %, ) cosh(X, ) X, X, X ,

Im(u) = 2cosh(x, ) sen(X, ) X, X; X,
—2c0sh (X, ) sen(x,) %,x;,

—8sen () senh (%, ) XX, %

4, CONCLUSION GENERAL

El método de las expansiones holomorfas se puede
aplicar para hallar soluciones analiticas explicitas de las
ecuaciones diferenciadles de coeficientes constantes de
segundo orden en particular las ecuaciones clasicas de la
fisico-matemética (la ecuacién de transferencia de calor,
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la ecuacion de onda, y la ecuacién de Laplace). También
es posible una generalizacion del mismo para tratar
algunas ecuaciones EDP con coeficientes variable asi
como sistemas de EDP de coeficiente variable véase ([3]
y [7]). El método tiene una particular eficacia tratandose
de la busgueda de soluciones simbdlicas por lo que es
posible en principio elaborar un software simbdlico en
cualquiera de los paquetes comerciales que existen en el
mercado como e Maple o e Matemética. Ademas se
puede halar soluciones finitas exactas de EDP de
coeficientes constantes lo cual es de considerable interés
tedrico en la comparacién de la bondad de los modelos
numéricos basados en esquemas de diferencia finita,
método de elementos finitos y residuos ponderados entre
otros véase ([5,6]). También se pueden hallar bases para
el espacio de soluciones polinomiales los resultados
pueden ser comparados con [1,2].
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