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METODOSNO-LINEALESDE PUNTOSINTERIORESAPLICADOSAL PROBLEMA DE

DESPACHO HIDROTERMICO

RESUMEN

Este articulo presenta un modelo de despacho hidrotérmico deterministico que
tiene en cuenta las restricciones de la red y la caracteristica cuadratica de los
costos de las unidades térmicas. Se presentan varias metodologias de solucion
basadas en el método de puntos interiores. El modelo y las metodologias son
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evaluados por medio de un sistema de prueba.
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This work presents a hydrothermal coordination model which considers the

network constraints and the quadratic costs of thermal units. It shows some
solution methodologies which uses interior point methods.
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1. INTRODUCCION

El despacho hidrotérmico determina el programa de
generacion en sistemas como el colombiano, en donde el
sistema presenta unidades de generacion tanto hidraulicas
como térmicas.

Convencionalmente, el problema es presentado bajo un
modelamiento lineal sin tener en cuenta la red [1]; esto
supone una simplificacion frente al funcionamiento real
del sistema. En general, las restricciones de la red
pueden afectar significativamente los resultados
obtenidos por la metodologia matematica [2].

Las metodologias de solucion para problemas como el
despacho hidrotérmico dependen del modelamiento del
mismo; usualmente se utilizan técnicas como algoritmos
genéticos [3], programacion dinamica [1] y métodos de
punto interior para programaciéon lineal [4]. Estos
ultimos han demostrado gran eficiencia en la solucion de
problemas gran tamafio tanto lineales [S] como no
lineales.

Este articulo presenta un estudio comparativo entre
diferentes técnicas de punto interior no lineal aplicado al
problema de despacho hidrotérmico con el modelo
presentado en [3].

El articulo estd organizado de la siguiente forma:
inicialmente se presenta el modelo matematico utilizado
diferenciandole de los modelos convencionales.
Posteriormente se presentan las diferentes metodologias
de puntos interiores aplicadas a la solucion de este
problema. Finalmente se muestra el desempefio de cada
una en un sistema de prueba.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El despacho hidrotérmico obtiene el itinerario de
generacion de cada una de las unidades hidraulicas y
térmicas de un sistema, de tal forma que se minimicen los
costos operativos totales a lo largo de un horizonte de
planeamiento.

El problema suele ser planteado de forma estocastica
debido al caracter aleatorio de las afluencias y la
demanda; no obstante mediante una adecuada prediccion
de éstas variables, es posible llevar el problema a una
forma deterministica y resolverlo mediante un proceso de
optimizacion.

La red afecta de forma significativa el resultado del
despacho ya que es ésta la que permite llevar la
generacion deseada a los centros de consumo.
Igualmente, las plantas térmicas presentan una relacion
entre los costos de combustible y la potencia generada
que puede ser representada con mayor exactitud por
medio de una funcion cuadratica. El modelo propuesto
tiene en cuenta éstas dos consideraciones por lo cual la
metodologia de solucion debe ser no-lineal. Igualmente,
el nimero de restricciones crece en forma proporcional al
numero de nodos del sistema.

2.1 Modelo matemaético considerando la red.
Las ecuaciones 1-10 representan el modelo matematico

del despacho el cual puede ser usado para el mediano
plazo.
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: indexa las plantas térmicas.

: indexa las plantas hidraulicas.

: indexan los nodos del sistema.

: potencia generada por cada unidad.

: demanda en cada nodo por periodo.

: funcién de costo de las plantas térmicas.

=
3

: volumen de cada embalse por periodo.

: caudal turbinado de cada embalse por periodo.
: vertimientos de cada embalse por periodo.

: flujo de potencia maximo por cada linea.

: matriz de flujo DC.

: reactancia por linea.

: factor de turbinamiento.

T RIIUOSE U

: angulos nodales.

Este modelo puede ser escrito de forma matricial como se
muestra en las ecuaciones 11-14.

min [x] -[C]-[x]+[E]-[x] (11)
[G]-[x]-[p]=0 (12)
h<[H] [x]<h, (13)
x,S[I']xqu (14)

donde C y E representan los costos, el vector [x] las
variables de decision (potencias generadas, volimenes,
angulos y vertimientos), mientras que la ecuacion (12)
representa las restricciones de igualdad dadas en las
ecuaciones (2-5), de igual forma, la ecuacion (13) es la
representacion matricial de la restriccion (6); finalmente
la ecuacion (14) representa las restricciones restantes de

o

2

3)
“4)

&)

(6)

(7
®)
€

(10)

valor maximo y minimo de las variables de desicion
exceptuando los angulos nodales.

3. METODO DE PUNTOSINTERIORES

El método de puntos interiores (MPI), parte de un punto
inicial y obtiene las direcciones de busqueda que dirigen
el método al interior del poliedro convexo hacia un
optimo local x*.

El MPI permite resolver problemas de optimizacién tanto
lineales (PL) como de programaciéon no lineal (PNL),
como se muestra ampliamente en [5].

Dado que el problema tratado es un PNL se hace
referencia directamente al método de puntos interiores
para programacion no lineal. Se presenta inicialmente el
Me¢étodo Primal — Dual como sigue:

3.1 Método de Puntos I nteriores Primal — Dual, MPD.

Un problema de programacion no lineal estandar es de la
forma:

min  f(x) (15)
S.a.

g(x)=0 (16)

W <h(x)<h" (17)

x, < I'x< X, (18)

En este caso: f(x), g(x), h(x), I'x, hu , hl, xu , xI son la
funciéon de costos (11), el conjunto de restricciones de
igualdad (12), el conjunto de restricciones de desigualdad
(13), el conjunto de variables canalizadas (14), los limites
superior e inferior de A(x), y los limites superior e inferior
de [I’]x respectivamente. Ademas, el método emplea las
cantidades nx, ndx, ndg, ndh como el nimero de
variables del problema, el numero de variables
canalizadas, el numero de restricciones de igualdad y el
numero de restricciones de desigualdad respectivamente.

Usando las variables de holgura (s; > 0) para transformar
las restricciones de desigualdad en restricciones de
igualdad e introduciendo las condiciones de no
negatividad en la funcién objetivo como términos de
barrera logaritmica, el sistema es transformado en:

ndh ndx

minf(x)—,ukZ(lnslj +1ns2j)—/1k2(lns3j +lns,;)  (19)
j=1 Jj=1

s.a.
g(x)=0 (20)
—s, =5, —h' +h" =0 @1
—h(x)—s,+h" =0 (22)
—s5, =5, —x +x" =0 (23)
—I'x—s,+x" =0 (24)
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,uk es un parametro de barrera que decrece en forma
mondtona a cero en el proceso iterativo.

Llevando las restricciones de igualdad a la funcion
objetivo, se obtiene la funcion Lagrangiana L, dada por:

ndh ndx

L,=f(x)-pu" Y (Ins, +Ins,))—4* Y (Ins;, +Ins,))

J=1 J=1

" g(x) =2 (=5, —5, ' + h") = 2L (~h(x)~s, + h*)  (25)

—zl (=sy =5, —x' +x")—z] (= x— s, +x")

Derivando la funcién L, respecto a las variables w se
obtiene una funcion F(w) que cumple las condiciones
necesarias de optimalidad de primer orden de Karush —
Kuhn — Tucker:

—re+S z, e
1
—pe+S,(z, +z,) 5,
—pre+ S,z S,
—re+8,(z,+z,) Sy
sy s, +x —x" z,
Fw)=|" W= (26)
Ix+s,—x" Z,
s+, +h' —h" Z
h(x)+s,—h" Z
VI(x)=J () y+J,(x) 2, +17z,
[ -2(x) J P
Para el problema tratado:
VF=2-C-x+E' (27)
Jg:G , J,=H (28)

Notese que las Jacobianas de las restricciones son
matrices de valores constantes, hecho que simplifica el
modelo. El sistema de ecuaciones , siendo no lineal y de
gran tamafio puede ser resuelto por el método de Newton,
asi:

AW =—J, (WO F(w") (29)

La solucién explicita de (29) no es computacionalmente
eficiente, debido a la alta dispersidad, sin embargo, el uso
de matrices dispersas puede agilizar un poco el método
de busqueda.

Los elementos de la matriz Jz(w;) se obtienen con las
derivadas parciales de segundo orden de F(w). Se tiene
entonces:

Z 0 0 0 0 0 S 0 0 0
0 Z+7Z, 0 0 0 0 S S 0 0
0o 0 z 0 S 0 0 0 0 0
0 0 0 zZ+Z, §, § 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 O 0 0
0 0 0 I 0o 0 0 o [ 0
I I 0 0 0 0 0 0 0 0
o I 0 0 0 0 0 0 J, 0
0 0 0 0 0 Im 0 JT Vi -J]
o 0o 0 0 0 0 0 0 -Jg O |
ast] [ate-5, ] (30)
Ash we=S,(z +z,)

As} te=Sz,

Asf ;tke—S4(Z3 +z,)

Az 3 —s; =5, —x +x"
* Azl - ~Tx—s,+x"

Azf —s, =5, —h + 1"

Az —h(x)—s,+h"

AV D)+ (D) y =T, () 2,17z,

(& ] g |

Z;: Matrices diagonales con las componentes z;.
ndg ndh

Vil, =Hf(xk)—Zy_ng/.(xk)-i-Zijl-Ihj(xk) G1)
j= Jj=l

El calculo de Vil P necesita de la Hessiana de la funcion

objetivo Hi(x*), la Hessiana de las restricciones de
igualdad Hg(xk) y la Hessiana de las restricciones de
desigualdad Hp(x), en cada iteracion k. Para el problema
tratado Vilﬂ =2.C . Esto se da porque en su estructura
considera restricciones de matrices constantes y Vf es un
vector lineal.

3.1.1Inicializacion de Variablesy sus Caracteristicas.

El punto inicial debe cumplir con:
000 0 _0,0,.0\.0.0,0
81 585,83,8,,2, (2] +25),23,(z3 +2,)>0 (32)

Como el proceso de convergencia es sensible al punto
inicial, una manera de inicializar las variables primales
consiste en tomar el punto medio entre los limites
superior e inferior de aquellas variables canalizadas y
ceros para las variables libres. Las variables y; son cero al
inicio del proceso y para las variables de holgura primal
se tiene:

sy =min{max{zh,h,(x") =k}, (1-7)h}}  (33)
sy =h"—s (34)
sy, =min{max{zx},I'x, —x}},(1-7)x}}  (35)

0 A 0
Sy =X; —Xy; (36)
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Donde h* = h"— i',y x* =x"— ¥, tipicamente 7 = 0.25.
Finalmente, las variables de holgura dual son
inicializadas como:

=u’(S;) e (37)
=u’(8)) e—z/ (38)
=u’(S5) e (39)
=pu"(S)) e—z5 (40)

3.1.2 Actualizacion delas Variables Primal y Dual

Como el MPI es iterativo, después de obtener las

direcciones AW, los nuevos valores de las variables para
la iteracion k+1 son obtenidos de:

k+ _ _k kA Lk
X7 =x" e Ax (41)
sit =5 vyagAsf o i=1234 (42)
V=0 eyt (43)
2 =zF vyl Azl i=1234 (44)

El valor de y € (0,1) y es un parametro de seguridad para
garantizar que el proximo punto satisfaga las condiciones
de no negatividad. Un valor tipico es y=0.99995.

Los escalares 0{;; y af € (0, 1], son las longitudes de

paso primal y dual, respectivamente para la iteracion k.
Estos valores son obtenidos asi:

sk . —sé‘[
a =min lmln — |, min = |
i Asfi<0 AS AJ‘,<0 ASZi (45)
k k
=S, .| =Sy
mln o [,min | —~
asfi<0| Asy; " Adk<0 As,,
k k
k . —Zy; . _Z3/'
@, =min4 L, min| — |, min| —~ |,
ij Azfi<0 AZli Az§j<0 AZ}j
ko, Lk k k
. —(z;,+z5,) . —(z5,+2,,)
min | —1—2= | min = L
afirad<0\ Az + Az, ) adkeach; <0 Az3j + Az4j

3.1.3 Reduccioén del Par ametro de Barrera.

El valor residual de la condicion de complementariedad
es llamado gap de complementariedad, y es calculado en
cada iteracion k por :

P =@)'s|Ha +2) 5 H2) s Ha +2)'s, @7)

La secuencia { pk}”“ debe tender a cero, y la relacion
k=1

entre p* y 4", podria ser reducida en cada iteracion k en

funcioén a la disminucion del gap de complementariedad,
segun la expresion:

3

+ P
Hi=p Andx+ndh (48)

Donde £ es un pardmetro de centralizacion.
Para compensar los objetivos de reducir /' y mejorar la

direccién central, #*se escoge dindmicamente como
L =max{0.954*,0.1}, con B =0.2

3.1.4 Criteriosde Convergencia.

El sistema (30) debe ser resuelto hasta que los siguientes
criterios de convergencia sean cumplidos:

» Factibilidad Primal

rnax{"g(xk)"m ,max{x’ —xk},max{ —x }
<e

49
max {A' —h(x")}, max {h(x")— h* } @
» Factibilidad Dual
(\ICOEPRCHIBUENACS D SEN
max =<e, (50)
[,
» Condicion de Optimalidad
pk
" o

3.2 Método de Puntos I nteriores de Alto Orden

En general los métodos de alto orden, predicen una
direccion de busqueda, afine — scaling, que es corregida
posteriormente para mejorar el método y agilizar el
proceso de busqueda de la soluciéon Optima, como parte
del trabajo, se presentan los siguientes métodos de alto
orden: Método Predictor Corrector (MPC) y Método
Predictor con Multiples Pasos de Correccion (MPMC).

3.2.1 Método Predictor — Corrector, MPC.

El método predictor corrector es una modificacion del
Método Primal — Dual, mejorando el célculo de las
direcciones de busqueda para acelerar la convergencia. El
MPC soluciona dos sistemas linecales en cada iteracion,
usando la misma matriz cuadrada de coeficientes de (30),
la diferencia radica en los vectores F(w") del lado
derecho de este sistema, esos dos sistemas definen los
pasos predictor y corrector, respectivamente.
Adicionando al sistema Newton los términos de segundo
orden, se tiene:

J(WHAW =M W)+ p'u—A (52)
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donde:
A=[AS\AZ,,AS,(AZ, +AZ,),AS;AZ;,

r (53)
AS,(AZ, +AZ,),0,0,0,0,0,0]

De (52) se obtienen tres componentes para la direccion
de busqueda. Estas direcciones son divididas en dos
pasos: Predictor y Corrector para el MPC.

ko k k k

Aw' = Awaf +Aw,, +Aw,,
—_— —
Predictor Corrector

(34

AW[II} es la direccion predictor o direccion affine —
scaling con ,uk =0.

Awfe es la direccion central con un ,uk apropiado.

Awfo es la direccion corrector sélo con el tercer vector
del lado derecho de (52).

» Paso Predictor

La direccion affine—scaling es calculada solucionando
(52) solamente teniendo en cuenta el primer vector del
lado derecho:

La direccion de affine — scaling es usada para aproximar

los términos no-lineales A de la parte derecha de (52) y
para estimar un valor del pardmetro de barrera z*, que
seran usados en el paso corrector.

El tamafio de paso primal y dual, en la direccion de
affine-scaling, a;f ya? son calculados usando (45) y

(46) respectivamente y reemplazando k por af.

Igualmente el gap de complementariedad del paso
predictor es dado por:

pY =z + o Az)' (s, + ya AsiT) +
(Zl +Zz +7a5f(Azlaf +Azgf))r(52 +7aZfAS;f)+ (55)
(z;+ya] Az ) (s, +yad As{' )+

(z;+ 2, + o (Azy +Az)) (s, + yor As)T)

Una estimacion de 1% es:

af af
o =mind| £ |02} —L
= mm {[ ot j’ }2(ndx+ndh) (56)

» Paso Corrector

Con los resultados del paso predictor se puede calcular la

direccion Aw" , resolviendo todo el sistema (52).

El paso corrector calcula simultaneamente las direcciones
k k
Aw, yAw, .

El esfuerzo adicional en el método predictor — corrector

se presenta en el calculo de Awff e ',azf yajf |, sin

embargo, tiene como ventajas la reduccion del numero de
iteraciones y de tiempo computacional.

322 Méodo Predictor con Mdltiples Pasos de
Correccion, MPMC.

Una vez calculada la direccion affine — scaling, se
calculen m pasos de correccion, con el fin de mejorar la
direccion de busqueda, éstas se calculan de la siguiente
forma:

(A [ =S,z + u” e~ AS" A"
A =8y (z 4+ 2) + 1 e = AS) (A2 + Az))
AP | =Sz, + uY e—ASIAZY
AL =Sy(z 2,) + p e = A (AZ) + Az))
Az -5, =8, —x +x"

el 1= (57)

Az —Ix—s,+x
Az —s, =5, —h' +h"
A | =h(x)=s, +h"
A" V() + () y=J, () z, -1z,

L™ ] [e(x) ]

Para el caso m = 0, AW’ =Aw" | y después de realizada

la correccion , AW =Aw". El siguiente paso de
correccion (m+1) es efectuado si, @) es posible obtener
una disminucion del gap de complementariedad

(pm < pm_l)en la iteracion m, b) m es menor que un

nimero maximo de pasos de correccidon M (tipicamente
igual a 5). Cuando el proceso es interrumpido la

direccion de busqueda es AW =AW ™.
4. RESULTADOS OBTENIDOS.

La metodologia propuesta se valida sobre el sistema de
prueba de 6 nodos descrito en [1] con las modificaciones
planteadas en [2]. Los tres algoritmos de puntos
interiores descritos anteriormente, MPD, MPC y MPMC
son implementados en MatLab 7.0, utilizando funciones
de matrices dispersas para reducir los tiempos de calculo.
Los resultados numéricos concuerdan con los obtenidos
en [2] por lo cual el analisis basico se centrara en los
tiempos de calculo. Los parametros utilizados son los

siguientes: 8’ =0.2, 4° =0.1, y=0.99995, &, =10,
&= 107, y para el algoritmo MPMC (M = 5), nimero

maximo de pasos de correccion.
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Un estudio comparativo del desempefio de los algoritmos
implementados se muestra en la tabla 1. Se puede
observar que los tres algoritmos convergen rapidamente
con un nimero reducido de iteraciones para alcanzar el
valor 6ptimo de 12204. Las graficas 1, 2 y 3 muestran la
evolucion del parametro de barrera y de los valores que
determinan el proceso de convergencia como la
factibilidad primal y dual y la condicion de optimalidad.

. Tiempo de Numero de
Algoritmo . L . .
ejecucion (s) iteraciones
MPD 1.234 9
MPC 0.953 6
MPMC 0.922 5

Tabla 1. Comparacion del desempefio de los algoritmos

Factibilidad primal
------ factibilidad dual
----------- Condicion de optimalidad
=--O--- Parametro de barrera

107 T T T T L L ! L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Iteracién

Figura 1. Evolucion de parametros para el algoritmo MPD

....

©

Factibilidad primal
------ factibilidad dual
----------- Condicion de optimalidad
=--O--= Parametro de barrera

10 T T L L L
0 1 2 3 4 5 6

Iteracion

Figura 2. Evolucion de parametros para el algoritmo MPC

Factibilidad primal
10| | T factibilidad dual .
[| eeeemeeees Condicién de optimalidad ©

=--O--= Parametro de barrera

10 T T L L
0 1 2 3 4 5

Iteracion

Figura 3. Evolucion de parametros para el algoritmo MPMC

5. CONCLUSIONES

La metodologia propuesta de puntos interiores presenta
alta eficiencia para solucionar el problema de despacho
hidrotérmico bajo el modelamiento presentado.

Los tiempos de cémputo de los algoritmos MPC y
MPMC son muy cercanos ya que la reduccion de
iteraciones en el Ultimo contrasta con los multiples pasos
de correccion.

La metodologia utilizada requiere el célculo de matrices
jacobianas y hessianas de las restricciones de igualdad y
desigualdad, ademas del gradiente y hessiana de la
funcién lagrangiana. Por lo general estos calculos
devienen en alta carga computacional, pero para el
problema tratado resultan simples, lo cual hace que el
algoritmo utilice poco tiempo para crear estas matrices.

Los métodos de alto orden reducen el tiempo de céalculo
al igual que el ntimero de iteraciones requeridas para
alcanzar la convergencia.
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