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DEL ANALISISI;)E FOURIER A LASWAVELETS
ANALISISDE FOURIER

RESUMEN

Durante los ultimos 200 afios se han desarrollado distintos métodos
y técnicas de procesamiento digital, para la deteccion y evaluacion
de funciones que posteriormente se aplicaron al tratamiento de
sefales. El analisis espectral de una sefial pretende analizar en
detalle el comportamiento y aporte de sus componentes armonicas
en el dominio de la frecuencia. Para determinar el espectro mas
simple de una funcién se puede recurrir a la Transformada de
Fourier (FT), con sus limitaciones para ofrecer informacion en el
tiempo; es decir no indica los instantes en los que ocurren ciertos
eventos importantes para la sefial. Para tener una localizacion
temporal de las componentes espectrales se requiere la utilizacion
de otras transformadas, que proporcionen una representacion
tiempo-frecuencia de la sefial no estacionaria. La Transformada
Corta de Fourier STFT y la Transformada Wavelet WT permiten
dicho analisis en tiempo frecuencia. La Transformada Wavelet
permite observar el comportamiento de diferentes eventos de la
sefial (tales como ruido y spikes) al descomponerla en funciones
elementales derivadas de la misma sefial, que pueden ser
seleccionadas hasta el nivel deseado de detalle. La WT también
proporciona de manera simultanea informacion sobre el tiempo y la
frecuencia. A diferencia de la STFT, la Transformada Wavelet
analiza la seflal con distintas resoluciones para las diferentes
frecuencias. Este documento presenta de manera sencilla las
caracteristicas basicas de cada procedimiento de andlisis de sefales,
al igual que ilustra, a través de Matlab 7.0, algunos ejemplos basicos
de sus implementaciones.
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ABSTRACT

During the last the 200 years different methods and techniques for
digital processing have been developed for the detection and
evaluation of signals. Among these methods is the study of the
distributions time-frequency such as short-time Fourier transform
(STFT), or Wavelet Transform (WT). This document introduces, in a
simple way, the basic characteristics of each procedure of analysis
of signals, like it illustrates, by means of Matlab 7, some basic
examples of its implementations are shown.
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1. INTRODUCCION

En las ciencias y la ingenieria es cada vez mas importante
la forma en que se realiza el tratamiento de las sefiales a
fin de lograr adecuados procesos de transmision,
compresion y reconstruccion de la informacion.
Alrededor de 150 afios después de Isaac Newton (1642-
1727), Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) brindo
un andlisis matematico para mostrar el mundo desde una
perspectiva diferente a la del tiempo. Virtualmente cada
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vez que los cientificos y los ingenieros hacen modelos de
sistemas o sus predicciones se hace uso del Andlisis de
Fourier. Los conceptos de Fourier se utilizan en la
programacion lineal y en el estudio de ondas del espectro
electromagnético  entre  otras  aplicaciones. La
transformada de Fourier es “El prisma matematico que
descompone una funciéon en las frecuencias que le
forman” de la misma forma que lo hace un prisma de
cristal con la luz. Sin embargo, el analisis de Fourier
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presenta un gran problema al pretender determinar el
instante en que ocurre un evento en particular, por lo que
se hizo necesaria la implementacion o el mejoramiento de
los procesos de analisis vigentes'. En esta busqueda
aparece, en 1946, Denis Gabor quien adapta la
transformada de Fourier para permitir el analisis en el
tiempo aplicando la misma transforma de Fourier a
pequeiias secciones de la sefial; desarrollando una técnica
conocida como el ventaneado. Este procedimiento no
resuelve todas las dificultades por lo que en algunas
ocasiones se tiene la necesidad de efectuar andlisis mas
detallados, debido a que la misma ventana se aplica para
todas las frecuencias. Posteriormente, el analisis Wavelet
ha permitido resolver esta dificultad haciendo uso de
intervalos de tiempo largos donde se requiere mejor
informacion de baja frecuencia y regiones mas cortas
para altas frecuencias. El uso popular de las Wavelets se
produce por un articulo publicado conjuntamente por
Morlet y Grossmann quienes introdujeron por primera
vez el término "wavelet" en el lenguaje matematico en el
afio 1984. En la actualidad se considera a las Wavelets la
herramienta mas poderosa para el andlisis de sefales, ya
que ofrecen conocimiento del espectro tanto en la
frecuencia como en el tiempo; asi como también brindan
grandes aportes en los procesos de compresion y
reconstruccion de las sefiales.

2. FOURIER

La transformada de Fourier es el procedimiento
matematico que descompone una funcién en las
frecuencias que le forman de la misma manera que un
prima descompone la luz en los diferentes colores y
longitudes de onda. La funcion que inicialmente se define
en el tiempo f(t) es la transformada al dominio de la
frecuencia F(w). Esta nueva funcion F(w) se llama la
Transformada de Fourier o Serie de Fourier cuando la
funcién es Perioddica. Fourier determind que era posible
expresar una funciéon coma la suma de Senos y Cosenos
de diferentes frecuencias y amplitudes hasta lograr
determinar la funcioén original. Este procedimiento fue
implementado inicialmente para funciones periddicas,
pero se puede extender a funciones no periddicas
haciendo tender a infinito su periodo T.

2.1 Seriesde Fourier
La serie de Fourier de una funcion periddica se escribe
frecuentemente como:

fit)= lao + Z(‘"‘ c08 2kt + by, 8in 2wkt)
2 k=1

Ecuacion 1. Serie de Fourier

Los coeficientes al, a2, a3,... indican cuanto se aplica de
las funciones trigonomeétricas al*cos(1*2mt),
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a2cos(2*2nt), a3*cos(3*2mt), ...y los coeficientes bl,
b2, b3 expresan la proporciéon de la funcion sen(1*2nt),
sen(2*2mnt), sen(3*2xt), ... A partir de la ecuacion de
Euler, es mas adecuado expresar la serie como:

[l
f{tj = z Cn Elnu.lf
n=—uo0
Ecuacion 2. Serie de Fourier

T
1 r3 i
Co=x [, flt)e™™ dt.
T) 1
Ecuacion 3. Coeficientes de la Serie de Fourier.

Notese que el coeficiente Cn generaliza los coeficientes a
y b respectivamente para la identidad de Euler.

e = cos 0 + isin 6.
Ecuacion 4. Identidad de Euler.

Fourier demostr6 que practicamente cualquier funcion
periddica se puede representar como una suma de Senos
y Cosenos asignandole a cada uno un coeficiente de
ponderacion. Como ejemplo, se ha implementado una
funcion cuadrada de periodo 2IT y amplitud 1 con tres
términos y seis coeficientes, cuya funcion se analiza a
continuacion: Los coeficientes de la funciéon periddica
son 1,0, 1/3,0, 1/5,0,1/7 generando la siguiente f{(t):

f(t) =sin(t)+ % sin(3t) + % sin(5t) + % sin(7t)

Ecuacion 5. f(t) aproximada de sefial Cuadrada de
Periodo 2I1

A continuacién se incluyen lineas que representan el
codigo en Matlab que permiti6 la generacion de la serie a
través de la funcion f(t), que se muestra en la Figura 1:
function [ xt] = cuadradaf(p,t,m)

%Esta funcion permite calcular la Funcion Cuadrada
%S metrica a partir de

%las series de Fourier para los elementos de (x) de una
%sefial de periodo (p) con (m) armonicos:

%] xt] = cuadradaf(p,x,m)

%(m) numero de armonicos hace mas exacta la funcion,
%pero prolonga su gecucion.

f=1p ; %frecuencia

w=2*pi*f; %vel ocidad angular
c=4/pi ; %factor cuadrada
gt=0 ; %lnicializacion
gtnew=0 ; %lnicializacion
for i=1:m;

n=2*i-1,

gt=sin(n*w*t)/n;
gtnew=gt+gtnew,
end;
xt=c* gtnew;,
end;
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La forma mas sencilla de utilizar esta funcion, se describe
a continuacion:

periodo=pi;

armonicos=3;

t=[0:0.1:3*pi]

y=cuadradaf(periodo,t,armonicos)

plot(t,y)

grid;

Los coeficientes cero (0) corresponden a los términos con
aporte coseno.
Seno(1t)

o

10
Tiempo
Senoi3t)

gt)

5 10 15 20

e ST

0 5 10 15 20

Figura 1. Sefial Cuadrada con seis coeficientes

Cabe recordar que si los coeficientes de la serie no se
hacen pequeiios lo suficientemente rapido, la serie de
Fourier diverge y por tanto no representa una funcion.

2.2 LaTransformada de Fourier

Si se hace que el periodo de la funcion a transformar
tienda a infinito, entonces se obtiene la transformada de
Fourier de la funcion.

[r]

C(w)=1 j f(He™ dl

— i

Ecuacién 6. Coeficientes de Fourier

La integral impropia que aparece en estos coeficientes
(conocida como la transformada de Fourier), resulta ser
de gran importancia en el analisis de Fourier y en muchas
otras aplicaciones. La transformada de Fourier, como se
aprecia en la Figura 2 se utiliza en el estudio de sefiales y
sistemas, asi como en Optica; aparece en los equipos mas
modernos y sofisticados como los usados para realizar
una tomografia, también surge en técnicas analiticas
como la resonancia magnética nuclear, y en general, en

todo tipo de instrumentacion cientifica que se use para el
analisis y presentacion de datos.

F(w) = T F(He ™ dt

Ecuacion 7. Transformada de Fourier

window
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Figura 2. Paso del Dominio en el Tiempo a amplitud en
Frecuencia TF

Considere la funcion y determine su transformada:

PSR
e & >0

Ecuacion 8. Ejemplo de funcion en el dominio del tiempo

Aplicando la definicion:

F(w) = j f(He™dr = j e~ ™™ dt
—ca 0
=J'le—(c;rﬂ"u?jlrd-lf - 1 e—(aﬂ'wjr — 1 -
0 o+ 0 o+ W

Ecuacion 9. Transformada de Fourier

De igual forma, se propone la transformada inversa de
Fourier para todo t:

FHFWY = é, J' Fiw)e™ dw

Ecuacion 10. Transformada Inversa de Fourier
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2.3 Transformada Discreta de Fourier

Andlogo a la serie, la transformada de Fourier
descompone la sefial en senos y cosenos de diferentes
frecuencias y amplitudes. Es de destacar que el uso de
esta transformada implica la solucién de integrales que
hacen el analisis continuo para todo tiempo. En la
practica, no siempre es posible por el consumo de tiempo
o el desconocimiento de la funcion original, puesto que
solo se poseen datos discretos resultantes de una captura.
En las aplicaciones de ingenieria y tratamiento de
sefales, resulta mas 1til considerar el proceso de manera
discreta y no continua, ya que los sistemas de adquisicion
de datos no pueden obtener ni analizar la totalidad de la
informacion.

e

X() = 2 xfnle 7

H=—=a

¥ S iTversa es,

I = L T ; e
xl_n]— oy _‘[:X(ﬂ'}),{. clen

Ecuacion 11. Transformada de Fourier en Tiempo discreto
DTFT

N-1 )
X[k] = Z X[n]e(fﬂﬂ(k)(n)/N)
n=0

N = Numero de Muestras

n = Enésima muestra original

k = késimo termino de la DTF

Ecuacion 12. Transformada Discreta de Fourier DFT

El célculo de la DFT requiere la suma compleja de N
multiplicaciones complejas para cada una de las salidas.
En total, N* multiplicaciones complejas y N(N-1) sumas
complejas para realizar un DFT de N puntos.

x[n]={1,2,1,0}

a-1
k=0 X,[0]= Z X[n]eﬂzmmn B _ 1@ 27O | 912204 4 g-127004) | gg-12703)4) _ 4
=0

4-1
k=1 X,[1]= zx[n]ezqzmm 4 g 2mO0) 9127 MM/A) | (-127002)/4) | - 12734 _ 2j

n=0

4-1
k=2 X,[2]= zx[n]ezqz/nzm 4 gt im0 | 5122 | o122 4 ggl-127I3) _ ()

n=0

a-1
k=3 X [3]= Z X[n]emzm)zn 4 g 12mON0) | 9122000 | g-127GXD) | g-i27(304) 2]
=0

Por lotanto la DFT de X[ n] es X[k ={4,-2},0,2j} parak= 0,1,2,3
Ecuacion 13. Ejemplo de Calculo manual de la DFT

No es dificil implementar la DFT en Matlab desde el
punto de vista algoritmico; a continuacion se ilustra dicha
implementacion:

function [ X] =dft(xn)

N=size(xn,2) ; %Numero de Elementos de xn
X=zeros(1,N); %lnicializa DFT

for k=0:N-1;

Xnacu=0;

for n=0:N-1;

Xnacu=xn(n+ 1)* exp((-j* 2* pi* k* n)/N)+ Xnacu;

End
X(k+1)=Xnacu;
End
End
funcioén al vector

Aplicando  la  anterior

x[n]={1,2,1,0}:

v=[1210]

dft(v)

ans= 4.0000 0.0000- 2.0000i O -0.0000 + 2.0000i

Es de notar que el nimero de operaciones efectuadas por
la DFT puede resultar altamente demandante en tiempo y
recursos del sistema, por lo que se hace necesaria la
implementacion de un algoritmo recursivo que disminuya
de manera exponencial el numero de operaciones
efectuadas por la DFT.

2.4 LaTransformada Répida de Fourier FFT

La evaluacion directa de la DFT requiere (n?)
operaciones aritméticas. Mediante un algoritmo FFT se
puede obtener el mismo resultado con sélo (n log n)
operaciones. La FFT es el algoritmo que se utiliza para
realizar la DFT de una forma eficiente y rapida. Lo que
se consigue con este algoritmo es simplificar
enormemente el calculo de la DFT introduciendo “atajos”
matematicos para reducir drasticamente el niimero de
operaciones. La idea que permite esta optimizacion es la
descomposicion de la transformada a tratar en otras mas
simples y asi sucesivamente hasta llegar a transformadas
de 2 elementos donde k puede tomar los valores 0 y 1.
Una vez resueltas las transformadas mas simples se
agrupan en otras de nivel superior que deben resolverse
de nuevo y asi sucesivamente hasta llegar al nivel mas
alto. Al final de este proceso se ordenan los resultados
obtenidos. Dado que la transformada discreta de Fourier
inversa es analoga a la transformada discreta de Fourier,
con distinto signo en el exponente y un factor 1/n,
cualquier algoritmo FFT se puede adaptar facilmente
para el calculo de la transformada inversa. En la Figura 3
se observa un ejemplo de aplicacion de este algoritmo.

o) —

1 DFT
i MN/2 Punlos

Zran

DFT
M/Z Puntos

- ZNap . .1

Figura 3. Diagrama Mariposa del Algoritmo de 4 puntos

Matlab ,dentro de su toolbox de signal processing, posee
la FFT de manera apropiada y recurrente, pero desde el
punto de vista académico se presenta una version
modesta del codigo desarrollado en Matlab para su
evaluacion y estudio.
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function y = fftx(x)
%FFTX Tansformada rapida de Fourier.
% N -> cantidad de terminos que tiene el vector
X=X
N = length(x);
omega = exp(-2* pi*i/N);
if rem(N,2) ==
% Division Recursiva
k= (0:N/2-1)';
w = omega.”k;
u = ffitx(x(1:2:N-1));
v = WX ftx(x(2: 2:N));
y=[utv; uvl;
else
% La Matriz de Fourier.
j = 0:N-1;
k=j"
F = omega.\(k*));
yw = F*X;
Y=W,
end
Si se aplica la funcion fftx al calculo de la FFT para un
vector X[n]={1,2,1,0} se obtiene:
v=[1210Q]
fftx(v)
ans= 4.0000 0.0000 - 2.0000i 0 -0.0000 + 2.0000i
Donde se puede apreciar que los resultados de la DFT y
la FFT son idénticos, la diferencia solo radica en el
tiempo de evaluacion que para este caso no es
considerable, pero al tomar algunos cientos de muestras y
cada fraccion de segundo si resulta apreciable el consumo
en tiempo.
>> X = fft(X)
La FFT de Matlab del vector x genera un nuevo vector
“X” de nimeros complejos ordenados desde k=0...N-1.
Se recomienda que la longitud del vector x sea una
potencia de 2. Otra opcion de la FFT es especificar el
numero de puntos con el que se quiere hacer la FFT.
>> X = fft(x,N)
Si la longitud de x es menor que N, el vector se rellena
con ceros. Si es mayor, el vector se trunca.

25LaTransformada Cortade Fourier

La Transformada de Fourier ventaneada también se
conoce como Transformada de Fourier de Tiempo Corto
(STFT: Short Time Fourier Transform). La STFT recorre
la sefial en funcion de las variables tiempo y frecuencia.
La STFT divide la sefial en pequefios segmentos, y
calcula la FT de cada segmento por separado; de esta
forma, se logra una representacion tiempo-frecuencia de
la sefial, que permite conocer no solo el valor de sus
componentes en frecuencia, sino también su ubicacion
temporal; sin embargo, la informaciéon de localizacion
tiempo-frecuencia sélo puede obtenerse con una
exactitud limitada, determinada por el ancho de la
ventana temporal utilizada.

STFT {z( )} = X(r,w) = fm r(thu(t — m)e™ 1 dt

Ecuacion 14. Definicion de la Trasformada corta de Fourier

window

Amplitud

Tiempo

STFT

i

Frecuencia

Tiempo

Figura 4. Paso del Dominio del Tiempo al tiempo Frecuencia
STFT

En el caso del tiempo continuo, la funciébn a ser
transformada es multiplicada por una funcion ventana, la
cual es diferente de cero por un corto instante. La
transformada de fourier de una sefial resultante se mueve
simultdneamente con la ventana que recorre el eje del
tiempo (eje x), dando como resultado una representacion
en dos dimensiones tiempo y frecuencia, como se aprecia
en la Figura 4.
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Figura 5. Analisis de una sefial no estacionaria con FFT.

Como se observa en la Figura 5, la FFT no puede detectar
el evento correspondiente al cambio de frecuencia de la
sefial no estacionaria, ni la presencia de un spike en dicha
sefial.
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La STFT a través de su analisis espectrografico,
determina estos eventos de manera grafica, tal como se
muestra en la Figura 6.

F-Y

Frecuencia
L *2 )

a2

0 500 1000 1500 2000 2500
Tiempo
Figura 6. Analisis Espectrografico de la Sefial no Estacionaria.

El coédigo generado para visualizar el espectrograma
anterior de manera general, se puede implementar con el
ejemplo aqui disponible. Primero, es necesario efectuar
una funcidon que genere el spike en un punto deseado, por
lo que es necesario crear dicha funcion.

function [x] =spikes(N,H,T)

%Genera un Spike de altura H en la posicion T del
%vector de tamario N

spikes=zeros(O,N);

spikes(1,T)=H;

x=gpikes;

Una vez implementada la funcidén que genera los spikes,
se debe efectuar el programa de visualizacion en Matlab.
wO=1,

wl=3;

A0=0.4;

Al=1;

phi=0;

N=2048;

M=900;

factor=10; % numero positivo mayor a 2

wmax=wo;

T=2*pi/(factor* wmax);

puntospike=400

nl=[0:M-1];

nO=[M:N-1];

pico=spikes(N,1,puntospike);

X0 = AO* cos(wO* n0* T+ phi); % muestreada sinusoide
x1= Al*cos(wl*nl* T+phi); % muestreada sinusoide
x=[x0,x1] +pico;

plot(x)

grid;

figure(2);

specgram(x);

3.LASWAVELETS

Una Wavelet es una forma de onda de duracion limitada
que tiene un valor promedio cero. A diferencia del
analisis de Fourier con sus funciones seno y coseno las
cuales no son delimitadas en el tiempo extendiéndose
desde menos infinito hasta mas infinito, las wavelets
suelen ser irregulares y asimétricas.

El analisis wavelet, analogo al analisis de Fourier,
descompone la sefial en versiones escaladas 'y
desplazadas de la Wavelet original o Madre. La
Transformada Wavelet continua CWT se define como la
suma en el tiempo de la sefial Wavelet Madre escalada y
multiplicada.

Debido al alcance definido en este articulo, se debe
recurrir a otro documento a publicar en una proxima
edicion de esta revista, donde se ampliara el analisis
wavelet.

4. CONCLUSIONES

El andlisis de Fourier ha cambiado la forma en que la
ciencia y la ingenieria han percibido el mundo, puesto
que ha facilitado el florecimiento del tratamiento digital
de sefiales con sus amplias aplicaciones en las
comunicaciones, la compresion de datos y el analisis de
los mismos.

Debido a su limitacion en el analisis tiempo frecuencia,
su detalle de ruido y los eventos que pudieran
presentarse como lo son los spikes, el analisis de Fourier
resulta limitadamente apropiado por lo que se presenta la
aparicion natural de nuevas y mas sofisticadas
herramientas como son las Wavelets.
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