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1. INTRODUCCION

En la actualidad el problema para la determinacion de los
puntos de bifurcacion en esta clase de elementos ha sido
muy analizado. A este tipo de trabajos se le han dedicado
publicaciones muy completas. En muchos casos Ia
destruccion de este tipo de construcciones no es debida a
la destruccion del material, sino a la perdida de
estabilidad de las delgadas paredes de estos elementos.
Debido a esto toma mucha importancia el analisis de la
estabilidad de este tipo de construcciones.

Basado en esto la teoria de la micro deformacion
elastico-plastica y de las diferentes teorias matematicas
de flujo con superficies suaves no pueden ser utilizadas
para la solucion de este tipo de problemas de estabilidad
después de superar la zona elastica, sin embargo, es
conocido que la bifurcacion en su proceso de
deformacion es seguida por aumento de los parametros
de la carga externa, debido a esto en el punto de
bifurcacion la capacidad de sostenimiento de tales
elementos no pierde su estabilidad, lo que
verdaderamente se necesita es un detallado estudio de tal
comportamiento en el comienzo de la post-bifurcacion.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Analicemos una lamina rectangular elastica simplemente
apoyada en sus extremos de dimensiones a y b y de
grosor h.

En la lamina las cargas distribuidas uniformemente

actian longitudinalmente en los lados B, P, .(fig. 1) La

condicion pre-critica se acepta como homogénea.
Supongamos que el proceso de carga esta dado por las
lineas OAB (fig. 2).

Fecha de Recepcion: 31 Enero de 2006
Fecha de Aceptacion: 25 Mayo de 2006

lll y 'I
P2 /I /l
Ill B I'I
s ’
—>/' ! <
/' / l/
Il II
l/ (x« I/
I" I/
/ > /
Fig. 1
4
Fig.2

Es necesario determinar los factores que afectan
parametros criticos e investigar el comportamiento en el
comienzo del proceso de post-bifurcacion en la ldmina.
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3. OBSERVACIONES PRELIMINARES

Tenemos en cuenta que el comportamiento mecanico del
material lo describe la teoria plastica que tiene en cuenta
la micro-carga.

Para comodidad de la solucion del problema todo el
proceso de deformacion lo dividimos en tres etapas:

- comportamiento de la carga pre-critica
- bifurcacion del proceso de deformacion
- comportamiento de la post-bifurcacion

La determinacion de la condicion del modo de
deformacion ante la carga pre-critica no nos da ningiin
problema, debido a que la lamina es totalmente
homogénea. Basandonos en esto podemos escribir

o __ o _
Ga—P{,aﬂ—PQ.

4. LA BIFURCACION EN EL PROCESO DE
DEFORMACION

Para la construccion de los sistemas de ecuaciones
utilizamos la teoria tridimensional de ldminas y
envolturas.

Para mas comodidad, primero analizaremos una
envoltura, para la cual la geometria interna de su
superficie media coincide con la geometria euclidiana en
el plano. Permitamos que el sistema de coordenadas
esféricas (fig.3), donde la mitad del la superficie de la
envoltura esta determinado por las coordenadas (a.,f3), es
de tal forma que para los coeficientes de la primera
cuadratura A, B y para las principales curvaturas, tienen
lugar las siguientes expresiones

A-1,B=1, k =R, k, =R/ (1)

yﬂ

Fig.3

El proceso de carga en la condicion del modo de
deformacion de la envoltura se caracteriza por las

tensiones o, ,

Oy ¥y €N el punto de bifurcacion

obtienen incremento los componentes de tension
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Cuo Opp>Oups Ops O Y de deformacion &,

a

Saﬁ, 8ﬂ},, 80[7.

Las ecuaciones en términos de velocidades después de
tener en cuento lo anteriormente expuesto van a se dadas
por:

Gaa = a‘llgaa + a‘IZgﬂﬂ
b
Opp = 8y8,, +QyEp, ’

C.p =209€,, Gy =208, 0, =20¢

ay ay

aqui

{%TXO}WXX +[%T;’}WW ~0

= (A +2V3A, +3A,). o
3, =, =%(3A22—A1),

a, :%(Al _2\/§A2 +3A§2) :

Para la construccion de los demas coeficientes qu se

puede seguir un procedimiento analogo.

Ahora podemos construir la ecuacién caracteristica para
la determinacion de los puntos de bifurcacion en el
proceso de deformacion.

En la teoria fundamental de Kirchoff-Lyava las

velocidades de desplazamiento v, , V;, V, enun punto

aleatorio (a, )i ) de la envoltura se pueden
representar de la siguiente forma
v,=U (a,,b’)—yV\(a
v =W(«a

y=Wiep), 3)
Vs :V(O‘HB)_VW,ﬂ,
donde U, V, W, — son las velocidades de desplazamiento
en la mitad de la superficie de la envoltura, v/, , ¥, —
funciones que dependen de las coordenadas
(o, B), f (y), f ﬂ(]/)— son simplemente funciones sin
dimensiones que dependen de la funcion y.
Utilizando las velocidades de desplazamiento (3)
encontramos las velocidades de deformacion

. W ) W

b =|\Vato | Em=|Vstg

aa
R/J’
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205 = (Uﬂﬂ +V, ) —20/W, +
f, (W5, )+ T (W, (. ),
26, =(1=-8)W, + f,(Nw,, (a.B)

b

28, =(1-0)W, + f, (W, , (2. B)

Las integrales caracteristicas T, Ty, T, T,,M g,
M,s,Q,,Q, estan expresadas en términos de U, V,

W. La linearizacion de la ecuacion de estabilidad va a
tener el siguiente aspecto

Tw +Tam =0

b

TM +Tﬂa,a =0

. . T T

Qa,a +Qﬁ,ﬁ __a__ﬂ+TaWaa +T; :O
R R

M,,+M,,-Q, =0

MM+Mﬂa,a—Qﬂ=0.

4)

Después de reemplazar todas las expresiones de los
cambios de tension y los momentos en la ecuacion de
estabilidad, y haciendo el respectivo cambio de una

envoltura a una ldmina es decir cuando R, - y

Rﬂ —> 00, llegamos a la ecuacién de la ldmina
a‘l]U,aa + gU,ﬁﬂ +(a12 + g)\/,aﬂ = 0

1 1
1-6)g+—T7 W __+|(1-9)g+—T; W, +
[( )g 2h ai| Lo |:( )g 2h ﬁ'il B

+0f, (N, + 05y, =0 “

2 2 2
_§§allwaaa _5 5(312 +2g)WtZﬂﬁ _E 9(1_5)Wa +

5

x 2 .
+(a11l//a,aa + gl//a,ﬂﬂ ) ba (h) _F gfa (h)l//a +

+(812 + g) b;(h)l//ﬂ’aﬁ =0,
2 2 2
_55322Wﬂﬂﬂ 3 S(a, +29)W,,, " 9(1-6)W, +

. 2 .
+(322‘//p,ﬂ/} + g‘//ﬁ,aa) bﬂ(h) _F gfﬁ' (h)'//ﬂ +

+(a21 +g) b;(h)l//a,ﬁa =0,
b.(h)=h,(h)/h by(h)= b, (h)/h

Ademas de este sistema de ecuaciones es necesario tener
en cuenta las siguientes condiciones de frontera
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u=0,wW=0, vy, =0, TﬂZO, Mﬂzo,para

B=0y B =h, ] )
V=0,W=0,y,=0,T,=0, M, =0, para

o= Oya=a.
Supongamos que la solucion del problema esta dada en
forma de senos y cosenos de la siguiente forma

U= hAcos(n?ﬂaj sen(%ﬂj

V= hAZsen(%r a)cos(%ﬂj

oy

Asi las condiciones iniciales del problema se cumplen

idénticamente utilizando la solucioén dada en esta forma.
Después reemplazamos esta solucion en el

sistema (5), en el cual es necesario tener en cuenta que

R =R,=c0, T°=-Ph, T¢=-Rh, asi
llegamos al siguiente sistema de ecuaciones

-A(a.22 +925)+ Az, (2, +9) - Adyez, =0
AZuZs (8 +9)—A (7 + 97, )~ Adner, =0
AEq X, + A8y, —

A|0-0)(922 +023)- 3 +o'a, ~Saie”
+Bdf, (N7, ~B,df, (), =0,

—%A[&ﬂuﬂd +5(a,+29) 1,7, -3(1-5) 97, |-
-B[b.(0)(a,22 +az) )+ 20, () | +

+B.b, ()@, +9) 2,7, =0,

-2 A[[Gaz) +6(a+29) 2,22 - 31-0)a7 |-
B, ()8, + 9) 7,7, +

+B,[ b, (h)(&,,7; +922)+24f, () | =0,

_ nrzh _mrh

Xa =7 s XAp= 7 -
“ 22’77 b
De la condicion de que este tltimo sistema posee una

solucion no trivial, obtenemos la ecuacion caracteristica,
necesaria para la obtencion de los parametros criticos.

det||m; [=0, (i,]=12,..,5), (6)
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donde

m,=—(a,2+97;),
m, =m,, :Za;t’ﬂ(an +g)’
m,=m, =a,z, M =-(2.7;+97:)
My =My, =—-a,,6x, ’
[(l S)9x.+97,)— Py, +&°a, ——qe z}
m, = gf:(h)la , (7)
2
m, =3[ 88z, + 8, +20) 7,73~ 31-6)97; |
[ b (@, 22 + 97;)+2f, ()]
m, =m,; = _b;(h)(azl + g)ZﬁZa

2
m, = _5[53221/33 +0(a, +2g)7{ﬂli -

-3(1-8)97, |
my, =[ b (h)(@,7; + 922) +20f,(N) |

Si el proceso de carga es dado, de este ultimo sistema (7)
se puede obtener el valor del grosor(ancho) critico de la

lamina (flexién) & =h/a, correspondiente al punto
aleatorio de la trayectoria de las cargas o,, vy O s>
conociendo las magnitude a/b y los parametros de
formacion de las ondas medias m y n; los cuales estan

sujetos a la teoria que utilicemos. En nuestro caso para la
teoria de Kirchoff-Lyava obtenemos

§=1, g, (h)=gf, () =0, b, (h)=b;(h)=0.

Asi los valores criticos de flexibilidad £*, se obtienen
como el maximo entre todos los €, calculados para varios
my n.

5COMIENZO DE LA POST-BIFURCACION

En esta etapa para la obtencion de los parametros criticos
utilizaremos la hipdtesis de Kirchoff-Lyava

=1, f,(n="1,(r)=0.

Ademas utilizaremos el principio de Donnell-Mushtar-
Vlassov, el cual es un funcional variacional que tiene el
siguiente aspecto
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_ api af
F_j HZ7K 4K, +2HZ7E E,_+

HngKaﬂKW +NZW, W }dA.

(®)
Aqui el tensor de deformacién 77,, = E_; + X3Kaﬂ,
X“ (0= 1,2) — son las coordenadas medias del espacio no
deformado,

3 .
X" — es la normal a este espacio no deformado,

E,;» K,z— son las deformaciones membranal 'y

curvilineas.
Donde
E, = (U, +US,), K,,=—EW

o —5( ap T ﬂ,a)’ ap= =S Wap 5

K‘}/

H# = j L T ©)
Las condlclones de frontera tienen el siguiente aspecto
w = oW, =0, para a =0, o = a,
W=0,W,, =0, para $=0, B=h, (10)

Si representamos la solucion del problema de la siguiente
manera

U =hAcos(Na
V =hAsen(Na

)sen(M 5)

)cos(M ,8)’ a1

W =hAsen(Nea)sin(M g)
Donde ’
N=E om =TT

a b

Después de reemplazar esta solucion en el funcional (8)
obtenemos

U=0,V=0, (12)
W =hAsin(Na)sin(Mg),
Por intermedio de las velocidades de desplazamiento en

el medio del espacio obtenemos las velocidades del
desplazamiento en un punto aleatorio de la lamina

U, =hysen(Na)sen(M g)é&
U, =£5,8-Myhsin(Na)cos(M B)¢&

Ahora en base en lo ya planteado, representamos la
solucion de la siguiente manera
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U=U, v=v
W=W0+h§sen(Na)sen(Mﬂ)‘ 13)
W - desviacién lineal media de la lémina

U,, V,, W, - son la solucién del problema sin tener

en cuenta la bifurcacion del proceso de deformacion.

Al reemplazar todas estas expresiones en el funcional (8)
obtenemos una sola ecuacion integro-diferencial con

respecto al pardmetro &

P =M R, - HE (U2,
A

+HZ (u;{ﬂ +u;,a)§vv,

1

K,/-f-
+ZH3)M (U;’,ﬂ +u;;,a)(u;{y +U;{K)+

+ N W, W, | dA

En el punto critico, la condicién estacionaria del

funcional F se cumple para todos los f y es por esto que

en el punto critico &, se determina de tal manera que en

cada punto de la lamina se cumpla la condicion de la
descarga completa.

6. CONCLUSION GENERAL

Como hemos visto, después de analizar todos los
resultados obtenidos podemos asegurar que la historia de
la carga influencia de gran manera en todos los
parametros criticos de la lamina estudiada.
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