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UNA DERIVADA EN GRUPOS METRIZABLES 
 
RESUMEN 
Se construye una derivada para funciones :f G H→ , donde G es un grupo 
divisible metrizable cualquiera y H es un grupo abeliano metrizable con métrica 
de grupo. Se enuncian y demuestran alguna propiedades de esta derivada. 
 
PALABRAS CLAVES: Grupo metrizable, grupo divisible, continuidad, 
homomorfismo de grupos. 
 
ABSTRACT. 
In this paper we construct a derivative for functions :f G H→ , where G is a 
metrizable divisible group and H is any abelian metrizable group with the group 
metric. 
 
KEYWORDS: Metrizable group, divisible group, continuity, homomorphism of 
groups. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
Los grupos metrizables surgen de la unión de la 
estructura algebraica de grupo y la topológica de métrica. 
Es decir, se tiene una operación de grupo en un conjunto 
y una forma de medir distancias entre dos elementos 
cualesquiera de dicho conjunto. Al tener una métrica en 
un grupo, podemos hablar de qué tan cerca están dos 
elementos de dicho grupo. Este conlleva de una manera 
natural a la definición de límite. Del cálculo elemental 
sabemos que el concepto de derivada está relacionado 
con el de límite en la forma que ya conocemos. Ahora, al 
tener una métrica en un grupo surge la pregunta de si es 
posible definir una derivada en grupos metrizables, la 
cual satisfaga las regls básicas del cálculo diferencial. 
Una definición de derivada en grupos topológicos 
apareció por primera vez en [1]. En este artículo usamos 
la definición dada en [1] y trabajamos con funciones 

HGf →:  donde G  y H son grupos metrizables y 

al espacio ),(~ HGomH  (homomorfismos continuos de 
G en H ) lo dotamos de una métrica que lo hace a su 
vez un espacio métrico. Obtenemos así una derivada en 
grupos metrizables y mostraremos propiedades básicas 
como lo son la linealidad y que diferenciación implica 
continuidad, entre otras. 
  
2. UNA DERIVADA EN GRUPOS METRIZABLES 

En primer lugar recordemos lo que es un grupo 
metrizable. Un grupo metrizable es una dupla ( )dG,  
donde G  es un grupo y d  es una métrica en G  tal que 
las siguientes aplicaciones son continuas con la métrica 
d : 
 

( ) abba
GGGm

,
: →×

      1

:
−

→

aa
GGinv

 

 

 
 
Usando la definición de diferenciabilidad en grupos 
topológicos dada en [1], podemos llevarla a grupos 
metrizables dotando al espacio  ),(~ HGomH  de una 
métrica adecuada. Esto nos lleva a la siguiente definición 
 
Definición 2.1. Sean G y H grupos metrizables. Una 
aplicación HGf →:  es diferenciable en un punto 

Ga∈ si existe una función 

),(~: HGomHGf →φ continua en a y tal que  

Gxxaxafxf f ∈∀= −− ])[()()( 11 φ  

Si esto sucede, la derivada de f en a es )(afφ . En 

realidad la función fφ depende tanto de f como de a , o 

sea que deberíamos escribir af ,φ a cambio de fφ , pero 
no lo haremos para no recargar la notación. 
 
El espacio ),(~ HGomH  lo dotaremos de la métrica  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
=

≠
∈ ])[],[(),(

])[],[(sup),(~
ttdetd

ttdd
HG

H

et
Gt ψϕ

ψϕ
ψϕ  

Para demostrar algunas propiedades de esta derivada 
haremos uso de la siguiente definición  
 
Definición 2.2. Sea ( )dH ,  un grupo metrizable, ∗  la 
operación del grupo H y e el elemento identidad de H . 
d es métrica de grupo si para todo Hwzyx ∈,,,  se 
tiene: 

),(),(),( wydzxdwzyxd +≤∗∗  
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Como ejemplos de métrica de grupo tenemos la métrica 
inducida  por las normas usuales en ( ,+), ( ,+), 

( [0,1],+) y (S1, .). 
 
En lo que sigue H será un grupo abeliano metrizable con 
métrica de grupo y G  cualquier grupo metrizable. 
 
A continuación dotaremos a  ),(~ HGomH  de una 
operación binaria y posteriormente demostraremos que 
este espacio con esta operación binaria es un grupo 
abeliano. 
 
Definición 2.3. En el espacio ),(~ HGomH definimos la 
siguiente operación binaria: 

( ) ψϕψϕ ⊕=⊕ ,  donde ( ) ][][][ xxx ψϕψϕ =⊕  
 
Se demuestra fácilmente que ψϕ ⊕ está bien definida,  
y que es un homomorfismo continuo de G en H , es 

decir, ),(~ HGomH∈⊕ψϕ . 
 
La siguiente proposición será de utilidad para mostrar 
que la dupla ( )⊕),,(~ HGomH  es un grupo. Su 
demostración es inmediata y la omitimos. 
 
Proposición 2.1.  Sea ),(~ HGomH∈ϕ  y 

GGh →:  continua en a . Entonces 
( ) ( ))()( ahxhlím

ax
ϕϕ =

→
 

 
Proposición 2.2. ( )⊕),,(~ HGomH  es un grupo 
abeliano. 
 
Demostración: Sean ),(~,, HGomH∈λψϕ . Entonces 
)i La asociatividad de ⊕  se sigue de la asociatividad de 

la operación binaria en H . 
)ii La aplicación constante HG →:σ definida como 

Hex =)(σ  es el módulo de ( )⊕),,(~ HGomH . 

)iii La aplicación HG →− :1ϕ  definida como 

)()( 11 −− = xx ϕϕ  es la inversa de ϕ . Veamos que 
1−ϕ es continua: como la aplicación  inv  es continua 

tenemos que 
))(()()( 11 xinvlímxlímxlím

exexex
ϕϕϕ

→

−

→

−

→
==  

)()())(( 11 eeeinv −− === ϕϕϕ . 

Hemos demostrado que el homomorfismo 1−ϕ es 

continuo en e y por lo tanto 1−ϕ es continuo en G . 

)iv La conmutatividad de ⊕  se sigue de la 
conmutatividad de la operación binaria en H . 
 
En la siguiente proposición demostramos que la métrica 
de grupo en H hace que la métrica que definimos en el 
espacio ),(~ HGomH sea también una métrica de grupo. 
Este resultado lo usaremos para demostrar la aditividad 
de la derivada. 
 
Proposición 2.3. La métrica d~  definida en el espacio 

),(~ HGomH es métrica de grupo. 

Demostración: Sean ),(~,,, HGomH∈λξψϕ , 

GetGt ≠∈ , . Dado que H tiene métrica de grupo 

entonces ≤+ ])[][],[][(),( ttttdetd HG λξψϕ  

])[],[(])[],[(),( ttdttdetd HHG λψξϕ ++  de 

donde 
]))[(],)[((),(

]))[(],)[((
ttdetd

ttd

HG

H

λξψϕ
λξψϕ
⊕⊕+

⊕⊕
 

])[][],[][(),(
])[][],[][(

ttttdetd
ttttd

HG

H

λξψϕ
λξψϕ

+
=  

])[][],[][(),(
),(

1
ttttdetd

etd

HG

G

λξψϕ+
−=  

])[],[(])[],[(),(
),(

1
ttdttdetd

etd

HHG

G

λψξϕ ++
−≤  

])[],[(])[],[(),(
])[],[(])[],[(

ttdttdetd
ttdttd

HHG

HH

λψξϕ
λψξϕ

++
+

=  

])[],[(),(
])[],[(

])[],[(),(
])[],[(

ttdetd
ttd
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ttd

HG

H

HG

H

λψ
λψ

ξϕ
ξϕ

+
+

+
≤

Ahora bien, al variar t en G con Get ≠ y tomando el 
supremo obtenemos lo siguiente: 

=⊕⊕ ),(~ λξψϕd  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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⊕⊕

≠
∈ ]))[(],)[((),(
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H
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+

⎭
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⎩
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≠
∈

≠
∈

])[],[(),(
])[],[(
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])[],[(),(
])[],[(
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ttdetd
ttd

ttdetd
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HG

H
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H

et
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λψ
λψ
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),(~),(~ λψξϕ dd +=  
 
La siguiente definición la usaremos para demostrar la 
unicidad de la derivada. 
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Definición 2.4. Un grupo G es divisible, si para todo 
elemento Gg ∈ y todo ∈n  existe un elemento 

Gx∈  tal que la ecuación nxg = tiene única solución. 
 
Exigiremos además que en el grupo G se cumpla que 

exlím n
n

=
∞→

1
para todo Gx∈ . Si la operación del 

grupo G se da en forma aditiva, entonces la ecuación 

anterior se escribe como nxg = y e
n
xlím

n
=

∞→
. 

 
Como ejemplos de grupos divisibles con las anteriores 
condiciones tenemos  ( ,+), (S1, .), ( (22×M ),+) . 
 
La siguiente proposición la usamos para demostrar la 
unicidad de la derivada. 
 
Proposición 2.4. Sean HG →:ϕ continua en a y 

Hk ∈ . Entonces kakxlím
ax

)()( ϕϕ =
→

 

Demostración: Dado que H tiene métrica de grupo 
entonces para todo Hwz ∈, tenemos que  

),(),(),(),( wzdkkdwzdwkzkd HHHH =+≤  
Como ϕ es continua en a , dado 0>ε  existe 0>δ   

tal que δ<),( axdG  implica εϕϕ <))(),(( axd H . 

Luego, δ<),( axdG  implica 

εϕϕ <))(,)(( kakxd H , lo cual nos demuestra la 
proposición.  
 
Corolario 2.1. Sea G un grupo metrizable y divisible y  

),(~: HGomHG →ϕ continua en a . Entonces  

( )aazlím n
n

ϕϕ =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∞→

1
 

Demostración: 

( )a

azlímazlímazlím n
n

n
n

n
n

ϕ

ϕϕϕ

=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∞→∞→∞→

111

 

 
Teorema 2.1. (unicidad de la derivada). Sean G  grupo 
metrizable y divisible, H grupo abeliano metrizable con 
métrica de grupo. Si HGf →: es diferenciable en a , 

entonces )()( aaf fφ=′  es única. 
Demostración: Supongamos que existen dos funciones 

),(~:, HGomHGff →ψφ continuas en a y tales que 

])[(])[()()( 111 −−− == xaxxaxafxf ff ψφ  

para todo Gx∈ . Sea 1−= xay . Entonces 

])[(])[( yyayya ff ψφ =  para todo Gy∈ . Sea 

∈n  y Gz∈  tal que nyz = , o bien, nzy
1

=  . Así  

])[(])[(
1111

nn
f

nn
f zazzaz ψφ =  para todo Gz∈ , 

de donde 
n

nn
f

n
nn

f zazzaz ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ])[(])[(

1111
ψφ  

Teniendo en cuenta que tanto ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ az n

f

1
φ como 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ az n

f

1
φ  pertenecen a ),(~ HGomH , entonces de la 

anterior igualdad se sigue que 

])[(])[(
11

zazzaz n
f

n
f ψφ =  para todo Gz∈  y de 

ahí que )()(
11

azaz n
f

n
f ψφ = . Tomando en ambos 

lados de esta igualdad el límite cuando ∞→n y usando 
el corolario 2.1 y  la unicidad del límite se tiene que 

)()( aa ff ψφ = . 
 
El siguiente teorema lo usaremos para demostrar que 
diferenciabilidad implica continuidad.  
 
Teorema 2.2.  Sean ),(~: HGomHG →ϕ  y 

GGh →: continuas en a . Entonces  
)]()[()]()[( ahaxhxlím

ax
ϕϕ =

→
 

Demostración: Para Gx∈  tenemos que 

),(~)( HGomHx ∈ϕ . Así, dado 0>ε existe 01 >δ  

tal que 1))(),(( δ<ahxhdG implica 

 
2

)])()[()],()[(( εϕϕ <ahxxhxd H .  Como h es 

continua en a para 1δ  existe 02 >δ  tal que 

2),( δ<axdG  implica 1))(),(( δ<ahxhdG , es 

decir, dado 0>ε  existe 02 >δ  tal que 

2),( δ<axdG  implica 

2
)])()[()],()[(( εϕϕ <ahxxhxd H . 

Si eah =)( entonces para todo Gx∈ tenemos que 

Heahx =)]()[(ϕ  y en consecuencia 2),( δ<axdG  
implica: 

εϕϕ
ϕϕ

ϕϕϕ

<≤
=

=

)])()[()],()[((
))]()[(,)]()[((

))],()[(()])()[()],()[((

ahxxhxd
eahxexhxd

exhxdahaxhxd

H

HHH

HHH
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Si eah ≠)( , como ϕ  es continua en a entonces para 

ε
ε

+)),((2 eahdG

 existe 03 >δ tal que 

3),( δ<axdG implica <))(),((~ axd ϕϕ  

ε
ε

+)),((2 eahdG

 de donde 

≤
+ )])()[()],()[(()),((

)])()[()],()[((
ahaahxdeahd

ahaahxd

HG

H

ϕϕ
ϕϕ

 

<
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
≠
∈ ]))[(],)[((),(

]))[(],)[((
sup

tatxdetd
tatxd

HG

H

et
Gt ϕϕ

ϕϕ
 

ε
ε

+)),((2 eahdG

 y consecuencia 3),( δ<axdG  

implica  
2

)])()[()],()[(( εϕϕ <ahaahxd H . Sea 

{ }21 ,δδδ mín= . Entonces, δ<),( axdG implica  

εϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

<
+
≤

)])()[()],()[((
)])()[()],()[((
)])()[()],()[((

ahaahxd
ahxxhxd
ahaxhxd

H

H

H

 

Es decir, )]()[()]()[( ahaxhxlím
ax

ϕϕ =
→

. 

 
La siguiente proposición será usada para demostrar la 
linealidad de la derivada. Su demostración es sencilla y la 
omitimos. 
 
Proposición 2.5. Sean ),(~:, HGomHG →ψϕ  
continuas en a . Entonces la función  

),(~: HGomHG →ω definida como  
)()()( xxx ψϕω ⊕=  

es continua en a . 
 
3. TEOREMAS BASICOS DE DIFERENCIACIÓN. 
 
En esta sección mostraremos las propiedades de la 
derivada que hemos definido. La suma de dos funciones 

HGgf →:, la definimos como  
)()())(( xgxfxgf =+  

Está claro que la operación de la derecha es la del grupo 
H . 
A partir de la anterior definición y de la composición de 
funciones daremos tres teoremas básicos de la 
diferenciación en grupos metrizables. 
 
Teorema 3.1. (Diferenciabilidad implica continuidad) 
Sea HGf →: diferenciable en a . Entonces f es 
continua en a . 

Demostración: Dado que f es diferenciable en a existe 

),(~: HGomHGf →φ  continua en a y tal que 

Gxxaxafxf f ∈∀= −− ])[()()( 11 φ  
Luego, 

)()]()[()(])[()( 1
1 afxxafxaxxf aff −== − λφφ

donde GGa →− :1λ  definida como 1)(1
−=− xaxaλ  

Es una traslación a derecha, la cual sabemos que es un 
homeomorfismo (y por lo tanto continua). Tomando elo 
límite cuando ax → y usando la proposición 2.4 y el 
Teorema 2.2  tenemos: 

)(])[()()]()[()( 1
1 afaaaafaaxflím fafax

−

→
== − φλφ

)()()(])[( afafeafea Hf ==φ  
 
Teorema 3.2. (Linealidad de la derivada) 
Si HGgf →:, son diferenciables en a , entonces  

gf + es diferenciable en a y  
)()()()( agafagf ′⊕′=′+  

Demostración: Dado que gf , son diferenciables en a , 

existen ),(~:, HGomHGgf →φφ continuas en 
a tales que  

])[()()( 11 −− = xaxafxf fφ  

])[()()( 11 −− = xaxagxg gφ  
Por otra parte, 

]))[()((

])[(])[(
))()()()()((

))()())(()(()))()(()((

1

11

11

11

−

−−

−−

−−

⊕=

=

=

=++

xaxx

xaxxax
agxgafxf

agafxgxfagfxgf

gf

gf

φφ

φφ

 
Por la proposición 2.5, la aplicación )( gf +φ  de G en  

),(~ HGomH definida como )()()( xx gfgf φφφ ⊕=+  

es continua en a . Por lo tanto, gf + es diferenciable 
en a y 

)()(

)()(

)()()( )(

agaf
aa

aagf

gf

gf

′⊕′=

⊕=

=′+ +

φφ

φ

 

La propiedad anterior en realidad debería llamarse 
aditividad de la derivada, ya que la propiedad  

)()()( afaf ′=′ αα no se tiene. A cambio de esta 
propiedad tenemos la siguiente: 
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Proposición 3.1. (Propiedad de absorción).  Sea α  
constante en H . Si HGf →: es diferenciable en a , 
entonces HGf →:α definida como 

)())(( xfxf αα =  es diferenciable en a y 
)()()( afaf ′=′α  

Demostración: Como f es diferenciable en a , existe 

),(~: HGomHGf →φ  continua en a y tal que 

Gxxaxafxf f ∈∀= −− ])[()()( 11 φ . 
Ahora,  

])[(
)()(

))()()(())()()((

1

1

111

−

−

−−−

=

=

=

xax
afxf

afxfafxf

fφ

αααα

 

Como fφ es continua en a se sigue que fα es 

diferenciable en a y )()()()( afaaf f ′==′ φα . 
 
Actualmente estamos buscando más propiedades de la 
derivada que hemos definido, entre otras la regla de la 
cadena. 
 
Con relación a la regla de la cadena tenemos una 
conjetura, la cual, de ser cierta, nos permite demostrar 
con mucha facilidad dicha regla. 
 
La conjetura es la siguiente: 
Conjetura: Sean ξϕφ ,,  y η aplicaciones entre 
espacios métricos tales que se puede realizar las 
composiciones ϕφ  y ηξ . Entonces 
 

),(~),(~),(~ ηϕξφηξϕφ ddd +≤  

Supongamos que es cierta dicha conjetura y veamos que 
se obtiene la regla de la cadena: 
 
Sean HGf →: diferenciable en a  y 

MHg →: diferenciable en )(af . Entonces 
MGfg →: es diferenciable en a y 

)())(()()( afafgafg ′′=′  
 
En efecto, como f es diferenciable en a existe 

),(~: HGomHGf →φ  continua en a y tal que 

])[()()( 11 −− = xaxafxf fφ  

y como g es diferenciable en )(af existe 

),(~: MHomHHg →φ  continua en )(af y tal que 

])()())[(())(())(( 11 −− = afxfxfafgxfg gφ  
Por lo tanto, 

]))[())(((

]])[())[(())()()((
1

11

−

−−

=

=

xaxxf

xaxxfafgxfg

fg

fg

φφ

φφ

Sea ),(~: MGomHGfg →φ definida como   

)())(()( xxfx fgfg φφφ = . Como )(xfφ es 

continua en G y ))(( xfgφ es continua en )(Gf se 

sigue que ),(~)( MGomHxfg ∈φ . Veamos ahora la 

continuidad en a de la aplicación fgφ .  Dado que fφ y 

gφ son continuas en a y )(af , respectivamente, para 

2
ε

 existen 01 >δ  y 03 >δ tales que  

2
))(),((~),( 1

εφφδ <⇒< axdaxd ffG  y 

2
))(()),(((~))(),(( 3

εφφδ <⇒< afxfdafxfd ggH

 Como f es diferenciable en a entonces f es continua  

en a . Así, para 3δ existe 02 >δ  tal que  

32 ))(),((),( δδ <⇒< afxfdaxd HG  

Sea },{ 21 δδδ mín= . Luego, si es cierta la conjetura 

tenemos que  δ<),( axdG  implica 

εεεφφ

φφφφ

=+<

+≤

22
))(),((~

))(()),(((~))(),((~

axd

afxfdaxd

ff

ggfgfg

 

es decir, fgφ es continua en a y por lo tanto  

MGfg →: es diferenciable en a y 

)())((

)())((

)()()(

afafg
aaf

aafg

fg

fg

′′=

=

=′

φφ

φ

 

 
4. CONCLUSIONES 

Se ha dado una definición de diferenciabilidad en Grupos 
metrizables la cual satisface reglas básicas de 
diferenciación. Esto abre una línea de investigación sobre 
diferenciación en grupos metrizables. Como futuros 
trabajos de investigación tenemos el de establecer y 
demostrar un Teorema de Rolle y del Valor Medio en 
estos grupos.  
 
Queda abierta la demostración de la veracidad o no de la 
conjetura que hemos establecido.  Tenemos indicios de 
que es verdadera, pero hasta el momento no la hemos 
podido demostrar. De todas formas, si llegase a suceder 
que es falsa, esto no implica que no se tenga la regla de la 
cadena. 
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