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UNA DERIVADA EN GRUPOSMETRIZABLES

RESUMEN

Se construye una derivada para funciones f:G—H , donde G es un grupo

divisible metrizable cualquieray H es un grupo abeliano metrizable con métrica
de grupo. Se enuncian y demuestran alguna propiedades de esta derivada.
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ABSTRACT.

In this paper we construct a derivative for functions f:G— H , where G is a
metrizable divisible group and H is any abelian metrizable group with the group

metric.

KEYWORDS: Metrizable group, divisible group, continuity, homomor phism of

groups.
1. INTRODUCCION

Los grupos metrizables surgen de la unién de la
estructura algebraica de grupo y la topol égica de métrica.
Es decir, se tiene una operacion de grupo en un conjunto
y una forma de medir distancias entre dos elementos
cualesguiera de dicho conjunto. Al tener una métrica en
un grupo, podemos hablar de qué tan cerca estan dos
elementos de dicho grupo. Este conlleva de una manera
natural a la definicion de limite. Del cdculo elemental
sabemos que el concepto de derivada esta relacionado
con el de limite en la forma que ya conocemos. Ahora, al
tener una métrica en un grupo surge la preguntade si es
posible definir una derivada en grupos metrizables, la
cual satisfaga las regls basicas del calculo diferencial.
Una definicion de derivada en grupos topologicos
aparecio por primera vez en [1]. En este articulo usamos
la definicion dada en [1] y trabgamos con funciones

f:G— H donde G y H son grupos metrizables y

a espacio H~om(G, H) (homomorfismos continuos de

Gen H) lo dotamos de una métrica que lo hace a su
vez un espacio métrico. Obtenemos asi una derivada en
grupos metrizables y mostraremos propiedades bésicas
como lo son la linedlidad y que diferenciacion implica
continuidad, entre otras.

2. UNA DERIVADA EN GRUPOSMETRIZABLES

En primer lugar recordemos lo que es un grupo
metrizable. Un grupo metrizable es una dupla (G,d)
donde G esungrupoy d esunamétricaenG tal que
las siguientes aplicaciones son continuas con la métrica

d:

m:GxG—->G inv:G->G

(a,b) ab ar>a’
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Usando la definicién de diferenciabilidad en grupos
topologicos dada en [1], podemos llevarla a grupos

metrizables dotando a espacio Hom(G,H) de una
métrica adecuada. Esto nos lleva ala siguiente definicion

Definicion 2.1. Sean Gy H grupos metrizables. Una
aplicacion f :G — H es diferenciable en un punto

aeGs existe una funcion
¢G> I—Tom(G, H) continuaen ay tal que
f(x)f(a) ' =¢,(X[xa'] vxeG

Si esto sucede, la derivada de f en aes ¢, (a). En
realidad lafuncion ¢, dependetantode f comode @, o

sea que deberiamos escribir ¢, , a cambio deg, , pero
no lo haremos para no recargar la notacion.

El espacio I:|0m(G, H) lo dotaremos de la métrica

{ d,, (lt], w[t]) }
de (t,€) +d, (o[t], wlt])

Para demostrar algunas propiedades de esta derivada
haremos uso de la siguiente definicién

d (¢,w) = sup

teG
tze

Definicién 2.2. Sea (H ,d) un grupo metrizable, * la
operacion del grupo H y eel elemento identidad de H .
d es métrica de grupo s para todo X, Y,ZzZwe H s
tiene:

d(x*y,zxw) <d(x,2)+d(y,w)
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Como egjemplos de métrica de grupo tenemos la métrica
inducida por las normas usuaes en (o,+), (C,4),

(L[01],+) y (S, ).

Enlo que sigue H sera un grupo abeliano metrizable con
métricade grupoy G cualquier grupo metrizable.

A continuacion dotaremos a  Hom(G,H) de una

operacién hinaria y posteriormente demostraremos que
este espacio con esta operacion binaria es un grupo
abeliano.

Definicion 2.3. En el espacio H~om(G, H) definimos la
siguiente operacién binaria:
®(p,y)=p @y donde (p @y )X = p[Xy[X]

Se demuestra fécilmente que @ @ y est& bien definida,
y que es un homomorfismo continuo de Gen H, es
decir, p ® v € Hom(G,H) .

La siguiente proposicion sera de utilidad para mostrar
que la dupla (Hom(G, H),@) es un grupo. Su
demostracion esinmediatay la omitimos.

Proposicion  2.1. Sea @€ I—~|om(G, H) vy
h:G—>G continua  en a.
limp(h() = p(h(a))

Entonces

Proposicion  2.2. (H~0m(G,H),®) €S un grupo
abeliano.

Demostracion: Sean ¢,/, A € H~0m(G, H) . Entonces
1) La asociatividad de @ se sigue de la asociatividad de

la operacion binariaen H .
Ii) La aplicacion constante o : G — H definida como

o(X) = e, esel modulo de (H~0m(G, H),(—D).
iii)La aplicacion ¢ ':G —> H definida como
P (X) =p(x™") es lainversa de ¢. Veamos que

-1 . . ., . .
@ ~es continua: como la aplicaciéon 1INV es continua
tenemos que

limp™(X) = limp(x™) = limg(inv(x))
=p(inv(e)) = p(e™) =7 (e).
Hemos demostrado que el homomorfismo (o_les

continuo en €y por lo tanto (o_lesconti nuoen G.
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iV)La conmutativided de @ se sigue de la
conmutatividad de la operacion binariaen H .

En la siguiente proposicién demostramos que la métrica
de grupo en H hace que la métrica que definimos en €
espacio HOm(G, H ) sea también una métrica de grupo.

Este resultado lo usaremos para demostrar |a aditividad
deladerivada.

Proposicién 2.3. La métrica J definida en € espacio
I:|0m(G, H ) es métrica de grupo.
o.v,&,A € Hom(G, H),
teG,t#e,. Dado que H tiene métrica de grupo
entonces d (t,€) + d,, (p[tlwlt], &[t]A[t]) <
ds (t.€) +d,, (¢[t]. STt]) + d, (wt], Alt]) de
d, ((p @p)It]. (€ D A)[t])
ds (t,€) +dy (9 @ W)[t]. (S © A)[t])
__ dy (oltly(t], STEALLD)
ds (t.€) +dy, ([tlw(t], STt ALLD)
B d;(t,e)
ds (t,€) +d,, (e[tlwt], STt ALt)
<1 d; (t,e)
ds (t,€) +dy, (¢[t], &Tt) + dy, (wit], Alt])
_ dy(eft], STt + dy (wit], A[t])
ds (t,€) +d,, (¢[t], STt]) + dy, (wIt], Alt])
dy, (e[t], STt dy (wlt], A[t])

Demostracion: Sean

donde

- dg(t,e)+dy (P[t] &It - dg(t.e)+d,, (wt], Alt])

Ahora bien, a variar ten G con t # €5y tomando el
supremo obtenemos lo siguiente:

dlp@y.c@ 1) =
w% d,, (9 @ W)[t]. (£ @ A1) }
e | o (t.€)+dyy (9 @[], (£ ® A1)

{ d,, (¢[t], &[t]) }
de (t,€) +d,, (o[t], £[t])

qupl S (11, A11D)
o | de (6,6) + d, (W], A1)

=d(p,&)+d(w,2)

La siguiente definicion la usaremos para demostrar la
unicidad de laderivada.

<sup
teG
tze
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Definicion 2.4. Un grupo G es divisible, s para todo
eemento g€ Gy todo Ne  existe un elemento

X e G tal quelaecuacion g = X" tiene Gnica solucion.

Exigiremos ademas que en € grupo G se cumpla que

Iimx% =epaa todo XeG. S la operacion del

n—oo

grupo G se da en forma aditiva, entonces la ecuacion

. . ;o X
anterior seescribe como g = nNXy lim—=e.
n—w N

Como gemplos de grupos divisibles con las anteriores
condiciones tenemos (0,+), (S', ), (M, (9),4) .

La siguiente proposicion la usamos para demostrar la
unicidad de laderivada
Proposicion 2.4. Sean ¢ :G — H continua en ay
k € H . Entonces limp(X)k = p(a)k

X—a

Demostracion: Dado que H tiene métrica de grupo
entonces paratodo Z, W € H tenemos que

d, (zZ,wk) <d, (zzw) +d,, (k,k) =d, (z,w)
Como @ escontinuaen a, dado £ > 0 existe 6 >0

tal que dg (X,a) < 0 implica d, (p(x),p(a)) < ¢.
Luego, ds;(x,@) <o implica
d, (p(Xk,p(a)k) <&, lo cuad nos demuestra la
proposicion.

Corolario 2.1. Sea G un grupo metrizable y divisibley
¢ :G — Hom(G, H) continuaen a. Entonces

fmef )= ole)

Demostracion:

lime 2" = o{lin( 2'7a) | =¢{lim2""a)
=¢(a)

Teorema 2.1. (unicidad de la derivada). Sean G grupo
metrizable y divisible, H grupo abeliano metrizable con
métricade grupo. Si f : G — H esdiferenciableen a,

entonces f'(a) = ¢, (a) esdnica
Demostracion: Supongamos que existen dos funciones
¢¢ . :G—> HOom(G, H) continuasen ay tales que

F(x) (@)~ =¢; (Nxa =y, (¥[xa"]
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para todo XeG. Sea y=xa'. Entonces
¢ (ya)lyl =y (ya)ly] paa todo yeG. Sea
Nne yzeGtdquez=Yy",obien y:z% .Asi
. (2a) 2] =, (2"a)[2"] paratodo z€ G,

de donde (¢f (z%a)[z%]jn = (://f (z%a)[z%‘]jn
Teniendo en cuenta que tanto ¢f(z%a) como

@ (Z%aj pertenecen a H~0m(G, H), entonces de la

anterior igualdad se sigue que

o, (z%a)[z] =y, (z%a)[z] paratodo Ze G vy de

ahi que ¢, (z%a) =y, (z%a). Tomando en ambos

lados de esta igualdad el limite cuando N — ooy usando
el corolario 2.1 y la unicidad del limite se tiene que

¢ (@) =y (a).

El siguiente teorema lo usaremos para demostrar que
diferenciabilidad implica continuidad.

Sean @:G—> ﬁom(G,H) y
h: G — G continuasen a. Entonces
LEQ(D(X)[h(X)] = p(a)[h(a)]

Demostracion:

Teorema 2.2.

Parax € G tenemos que
@(X) e Hom(G,H) . Asi, dado ¢ > Oexiste 6, >0
tal que dg (h(x),h(a)) < &, implica

£
dy (POINOYL ([N <. Como hes
continua en apaa o, existe 0, >0 tad que
d;(x,a) <0, implica dg(h(x),h(a)) <o,, es
decir, dado &£>0 existe J,>0 tad que
d; (x,a) <9, implica

dy, (9(X)[h(X)], e(X)[h(@)]) < %

S h(a) = eentonces para todo X € G tenemos que
p(X)[h(a)] =e, y en consecuencia dg(X,a) <0,
implica

dy (()[h(X)], e(@)[h(a)]) = d,, (p(X)[(X)]. &)
=d, ((X)[h(X)]e,,p(X)[h(@)]e,)

< dy (p(N[h(X)] e(X)[h(a)]) < &
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S h(a) # e, como ¢ es continua en aentonces para
&

2d;(h(a),e) +¢

d, (x,a) < 5, implica d (p(X), p(a)) <
&

2d;(h(a),e) +¢
dy (e(X)[h(@)], ¢(a)[h(a)])

dg (h(a),€) + d,, (p()[h(@)], (a)[h(@)])

{ dy, (P[], p(2)[t]) }<

existe 0, > 0Otal que

de donde

Sup
teG
tze

ds (t,€) +d,, (p(X)[t], p(a)[t])

&
2d., (h(a),e) + &

implica dy, (p(x)[h(a)], p(a)[h(a)]) < % Sea
5 =min{s,,8,}. Entonces, d (X,a) < & implica

dy, (p()IN(X)], p()[h(a)]) <

d, (p()IN(X)], p(x)[h(@)]) +

dy, (p(¥)[h(@)],p(a)[h(@)]) < &

Es decir, limp(x)[h(x)] = ¢(a)[h(a)]

y consecuencia dg (X, @) < J,

La siguiente proposicion sera usada para demostrar la
linealidad de la derivada. Su demostracion es sencillay la
omitimos.

Proposicion 2.5. Sean @, : G — Hom(G, H)
continuas en a. Entonces la funcion

.G —> I:Iom(G, H ) definida como

o(X) = p(X) Dy (X)
escontinuaen a.

3. TEOREMASBASICOS DE DIFERENCIACION.

En esta seccion mostraremos las propiedades de la
derivada que hemos definido. La suma de dos funciones

f,g:G — H ladefinimos como

(f+9)(¥) = f(X)g(x)

Esta claro que la operacion de la derecha es la del grupo
H.
A partir de la anterior definicion y de la composicion de
funciones daremos tres teoremas basicos de la
diferenciacion en grupos metrizables.

Teorema 3.1. (Diferenciabilidad implica continuidad)
Sea f :G — H diferenciable en a. Entonces f es
continuaen a.
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Demostracion: Dado que f es diferenciable en aexiste
¢ :G—> H~om(G, H) continuaen ay ta que
f(x)f(a)" =¢,(X)[xa™"] VxeG

Luego,

() =g, (xa”'1f (@) = ¢, (N[2,.(¥]f (a)
donde A_, : G — G definidacomo 2_,(X) = xa™

Es una traslacion a derecha, la cual sabemos que es un
homeomorfismo (y por lo tanto continua). Tomando elo
[imite cuando X — ay usando la proposicion 2.4 y €l
Teorema 2.2 tenemos:

limf(x) = ¢; ()[4, (a)] f (a) = ¢ (2)[aa""]f (a)
¢ (a)elf(a)=e, f(a)=f(a)

Teorema 3.2. (Linealidad de la derivada)
S f,9:G — H sondiferenciablesen a, entonces

f + gesdiferenciableen ay
(f+9)(@="1(@®g'(a)

Demostracion: Dado que T, Q son diferenciablesen a,
exisen  ¢;,4,:G— H~om(G, H) continuas  en
ataesque

F)f(@)" =g (xa’]

9(3)g(@) " =g, (¥[xa™]

Por otra parte,

(f+9)((f +9)(@) " = (f(x)g())(f (a)g(@) ™
=(f()f @) (g(xa(@ ™)
= ¢, (¥[xa "1, (N[xa"']
= (¢ () ® gy (x)[xa"]

Por laproposicion 2.5, laaplicacion ;. de G en

Hom(G, H) definidacomo g, = ¢ (X) ® ¢, (X)
es continua en a. Por lo tanto,  + g es diferenciable
en ay
(f+9)'(@)=4.q (@)

=¢:(a)® ¢, (a)

=f'(@®g'(a)
La propiedad anterior en realidad deberia Ilamarse
aditividad de la derivada, ya que la propiedad
(af) (@ =af'(a)no s tiene. A cambio de esta
propiedad tenemos la siguiente:
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Proposicién 3.1. (Propiedad de absorcidn). Sea o
constanteen H. S f : G — H esdiferenciableen a,
entonces af :G — H definida como
(af)(X)=af(X) es diferenciadble en ay
(af)(@=f'(a)

Demostracion: Como f es diferenciable en a, existe
¢ G- H~om(G, H) continuaen ay ta que

f(x)f(a)"'=¢,(X)[xa™'] vVxeG.

Ahora,

(@B)(X(@f (@)™ =(aa™)(f)f(@™)
= f(x)f(a)™
=4, ([xa™]

Como ¢, es continua en ase sigue que afes
diferenciableen ay (a f)'(a) =¢; (a) = f'(a) .
Actualmente estamos buscando mas propiedades de la

derivada que hemos definido, entre otras la regla de la
cadena

Con relacién a la regla de la cadena tenemos una
conjetura, la cual, de ser cierta, nos permite demostrar
con muchafacilidad dicharegla.

Laconjeturaeslasiguiente:

Conjetura: Sean ¢,@,& y naplicaciones entre
espacios meéfricos tales que se puede redizar las
composiciones go @ y & o17. Entonces

d(gop,Son)<d(g,S)+d(p.n)
Supongamos que es cierta dicha conjetura'y veamos que

se obtiene lareglade la cadena:

Sean f:G —> H diferenciable en a vy
g:H — M diferenciable en  f(a). Entonces
goef:G—>Mes diferenciable en ay

(g-f)(@=g'(f(a)e-f'(a)

En efecto, como fes diferencisble en aexiste
¢, G- H~0m(G, H) continuaen ay ta que
FO)f (@)~ =¢, (xa™]

y como (Qes diferencisble en f(a)existe
$y H > H~0m(H ,M) continuaen f(a)y ta que
9(f(0)9(f (@)™ =gy (FONIF () F ()]

Por lo tanto,
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(go F)(X)(ge F)@) " =gy (f ()N, (N[xa™]]
= (¢ (f () o ¢ ()[xa"']
Sea $y.s :G—>HOM(G,M) definida  como
Bgt (=g (f (X))o (x) . Como ¢ (X)es
continua en Gy ¢, (f(X))es continua en f(G)se
sigue que ¢y, (X) € H~0m(G, M) . Veamos ahora la
continuidad en ade laaplicacion @, . Dado que ¢ y

¢y son continuas en ay f (), respectivamente, para

% existen &, >0y J; > Otalesque
1 &
d(x.8) <&, = d(g; (X).¢: (@) <5 v

dy, (f (%), (@) < 55 = d (g, (T(X).4,(f () <g
Como f es diferenciable en aentonces f es continua
en a. Asi, para 0 existe 5, > 0 tal que

d;(x,@) <8, =d, (f(x),f(a)<J,

Sea 0 =min{o,,0,} . Luego, S es cierta la conjetura
tenemosque dg(X,8) < J implica

Ty (9.1 @) < A4, (F(9), 1 ( (@) +
q & ¢
d (4, (x),4, (a) <Sty=e

es decir, ¢gof escontinuaen ay por lo tanto

gef:G—>Mes

(9o f)'(a) = ¢4.¢ (a)
= ¢, (f(a)) ¢ (a)
=g'(f(a)-f'(a)

4. CONCLUSIONES

Se ha dado una definicion de diferenciabilidad en Grupos
metrizables la cua satisface reglas basicas de
diferenciacion. Esto abre unalinea de investigacion sobre
diferenciacion en grupos metrizables. Como futuros
trabajos de investigacion tenemos € de establecer y
demostrar un Teorema de Rolle y del Valor Medio en
estos grupos.

diferenciable en ay

Queda abierta la demostracion de la veracidad o no de la
conjetura que hemos establecido. Tenemos indicios de
gue es verdadera, pero hasta e momento no la hemos
podido demostrar. De todas formas, si llegase a suceder
gue es falsa, esto no implicaque no setengalaregladela
cadena
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