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UNA NOTA SOBRE LOSESPACIOS B, (X) DE ULTRADISTRIBUCIONES

RESUMEN

Esta nota es de carécter informativo e historico, en consecuencia no se hacen
desarrollos tedricos. En ella se presentan tanto los espacios de Hormander-
Beurling de ultradistribuciones vectoriales B, (X) COMO los espacios

localesB % (Q, X), siendo x un espacio de Banach. También se hace un

recuento histérico del desarrollo de estos espacios. Se termina con un comentario
sobre sucesiones cortas entre espacios locales de Hormander-Beurling y
mencionando algunas de sus propiedades.

PALABRAS CLAVES: Espacio de Hormander - Beurling, ultradistribucion,
espacio local, sucesion corta.

ABSTRACT
This is an informative and historic note; therefore there are no theoric
developments. It presents the HoOrmander-Beurling spaces of vectorial

ultradistributions B (x) as well as local spacesB; (Q, X), where x is a

Banach space. Also, a historic development of these spaces is recounted. Finally,
a remark about short sequences among local Hormander-Beurling spaces is
given, mentioning some of their properties.
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short sequence.

1. INTRODUCCION

El objetivo de esta nota es mas informativo e histérico
gue técnico y como tal no se hacen desarrollos tedricos
gue abrumen al lector. Se pretende con la nota dar una
descripcion general sobre ciertos espacios que aparecen
en e estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.
Espacios como los de Hérmander de los cuales se obtiene
informacién sobre la regularidad de una funcién de
soporte compacto analizando el comportamiento en el
infinito de su transformada de Fourier. A raiz de estos
estudios se pudo precisar e concepto de solucion de una
ecuacion diferencial en derivadas parcides, pues la
definicion clasica’ no resolvia el problema en general.
Por gemplo, en la ecuacion del potencia que aparece en
electrostatica cuando en € campo solamente existe una

carga en un punto X, del mismo, entonces la distribucion
de carga es un multiplo de lamedidade Dirac f = qSXO ,

siendo g unaconstante. En este caso se tiene la ecuacion
- Au=q3, ,donde

o%u o%u
Au:Er.] aiu:__{_..._;__
j=1 j 6)(2

2
q OXy

! Una funcién U es solucién de la ecuacion diferencial en derivadas
parcidles F(x,u,d,U,...,0, U,...,05U,...,0f u)=0  (*) en un
subconjunto abierto O de IR" S U es k veces derivable y satisface la
relacion (*) en cadapunto xe Q) .
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esel Laplaciano de Uu.

¢Qué se entiende por solucion en esta ecuacion? La
respuesta no es posible en términos de derivadas clasicas.
Esto muestra que la cuestién que antes se planteaba no
gueda resuelta con la definicién clasica. La solucion a
dicho problema di6 origen a la teoria de distribuciones,
desarrollada por L. Schwartz. En la actualidad, las
distribuciones juegan un papel fundamental en el estudio
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
siendo habitual probar la existencia de soluciones en €l
sentido de distribuciones, estudiando a posteriori las
propiedades de regularidad de estas soluciones, en
particular su grado de derivabilidad y/o sus puntos de
singularidad.

2.NOTACION Y TERMINOLOGIA

A continuacion se da alguna terminologia y notacién
gue se utilizara mas adelante. Un tratamiento bastante
exhaustivo sobre la teoria de ultradistribuciones de
Beurling se puede encontrar en Beurling [1] o en Bjérck

[2].

Sea M €l conjunto de todas las funciones reales continuas
(x) sobre IR" tales que w(x) = o(|X]) (|{eslanorma
euclidea) donde of(t) es unafuncion concava, continuay
creciente sobre [0,.0) con las siguientes propiedades: (i)
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(0)=0, (ii) j: 1‘1(?2 dt < oo (condicién de Beurling),

(iii) existe un nimero real @ y un nimero b > 0 tales
que o(t) > a+blin(l+t) parat>0. Dosdelos emplos
mas importantes de funciones de M  son
o(X)=In@+]}) con d>0 y o(x) =|><|B con
O0<p<1.

S weM entonces K, es el conjunto de todas las

funciones positivas k sobre IR" para la que existe una
constante 2> 0 tal que k(x+ y)<e**™k(y) paratodo

X,yelR" (ver[2]).

Sea we M . Denotamos por D, el conjunto de todas

las funciones ¢ e L (IR"), con soporte compacto, tales
. ~ A w(x)

que o], = J.m“ P *Mdx <o, VA>0, donde

¢(X) es la transformada de Fourier de ¢. Si
o(X)=In(+|x) entonces D,=Cy(R")=D (e

espacio de las funciones test de Schwartz). St QcIR",
entoncesD,, (Q) ={pe D, :s0ppc Q}. S Q es un

compacto de IR" entonces D, (Q), equipado con la

familia de seminormas {””x A > 0}, €S un espacio de
Fréchet ver [2].
S weM, S, esel conjunto detodaslasfunciones

ee L (IR") tdesque ¢ y ¢ son indefinidamente
diferenciables sobre IR" con

P, (9) = sup 8% p(x)| <0 y
xelR"

0, (9) = sup € |3 §(x)| < o,
xelR"

para todo multiindice a (= (ay,...,0,), cada o; es
un entero no negativo y ‘a‘ = Z’_‘ O esel ordendea ) y
]:

todo A>0. S, con la topologia generada por las
seminormas  P,,, d,; (aelNg,vA>0), es un
espacio de Fréchet y la transformada de Fourier es un
automorfismo  topolégico de S, (ver [2]). Si
o(x) =In(1+|x)) entonces S, coincide con el espacio S
de las funciones de decrecimiento rapido de Schwartz.

Sea we M. S Q esun abierto de IR", unaforma linea

y continua u sobre D () (es decir, una forma lineal

sobre D, (Q) ta que para cadacompacto Q de Q existe

un A >0 y unaconstante C positivatales que
(o.u)<Clol,, voeD,(Q),

Ac&usamos lanotacion usual (U,¢) en lugar de u(g) )
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Se dice que es una ultradistribucion (de Beurling) sobre
Q. Denotamos por D! (Q) € espacio de todas las

ultradistribuciones sobre Q equipado con la topologia de
la convergencia uniforme sobre los acotados de D, ().
Unaformalineal y continua sobre S, se dice que es una

ultradistribucion temperada (de Beurling). S(; denota €l

espacio de todas las ultradistribuciones temperadas
provisto de la topologia de la convergencia uniforme

sobre los acotados de S,. Si ue S, se define la
transformada de Fourier Ue S, mediante la formula
(9,0):=(p,u), pS,. La transformada de Fourier

también es un automorfismo topol égico de S('0 .

S weM, keK, y 1< p<o se puede identificar
fel, (IR")(=L,,) con la ultradistribucion
temperada

o (0, )= lenq)(x) f (x)dx.
3. UN POCO DE HISTORIA

A comienzos de los afios 1950 L. Schwartz planted el
problema de determinar cuando un operador diferencial
parcial P(D)? admite una inversa por la derecha lineal
y continua, es decir, bajo que condiciones existe una
aplicacion lineal y continua R: E(QQ) —» E(Q) (E(Q)
es e egpacio de las funciones indefinidamente
diferenciables en Q) o R:D'(QQ) —» D'(QQ) ta que
P(D)-R seaigua a la identidad. Por gjemplo, cuando
Q=IR" y P(D) es hiperbdlico en alguna direccion
podemos tomar como R(f) la Unica solucion del
problema de Cauchy P(D)u= f con datosiniciales cero
(ver, p.e, [7]). Para n>2 Grothendieck demostré (ver,
p.e, [12] Teorema 52.4) que ningin operador eliptico
puede tener una inversa por la derecha lineal y continua
sobre E(Q). Cohoon ([4]) demostré lo mismo para
operadores parabdlicos y otros operadores diferenciales.
Vogt ([16]) extendié e resultado a la clase de los
operadores hipoelipticos (ver nota 4 de pie de pagina para
la definicion). En 1990 el problema de Schwartz fue

completamente resuelto por Meise-Taylor-Vogt ([9]).
L os mismos autores resolvieron €l problema en 1996 para

2 P(D) = ZC (_i)\u\aa es e operador diferencia parcial cuyo
Ja|<m
. . . n
polinomio asociado en IR" es P(x) = anxa' A cada
‘a‘sm
multiindice O se le asocia €  operador diferencia
o
-
DX - XC
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clases no-cuasianditicas de tipo Beurling y de tipo
Roumieu ([10]).

En e periodo 1955-60, en sus investigaciones sobre
soluciones fundamentales de operadores diferenciales y
sobre la regularidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciades, Malgrange ([8]) v
Hoérmander ([6]), introdujeron los espacios de

distribuciones temperadas u tales que kie L ,(IR") para

ciertos pesos k. Espacios de esa forma aparecieron
previamente en la teoria de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciaes de tipo eliptico en el caso p=2 vy

k(x) = (L+ \x\z)s’z. En su celebre monografia de 1963

Hormander (ver [7]) estudiaba en profundidad las
propiedades de esos espacios de distribuciones
suponiendo que € peso k sdatisfacia la condicion

k(x+y)<@+|X)"k(y) paatodo x,yelR", C y N
constantes positivas. Los correspondientes espacios se
denotaban ali  por B,, y definidos por

Bp’k::{UGS’:kl]eLp(lR”)}. Esos espacios se

conocen desde entonces como espacios de Hormander.

En la conferencia de Stanford de 1961 Beurling [1]
presento los fundamentos de una teoria més general que
la teoria de distribuciones de Schwartz. Dicha teoria fue
desarrollada por Bjorck en 1966. En la teoria de
Beurling-Bjorck el peso xi- In(1+|x]) se reemplaza por

otra funcién subaditiva ®(X) (verificando en casos
importantes la desigualdad w(x)>a+ bin(1+[x]) con

aclR y b>0), de manera que & espacio de funciones

test
D, (Q) = ¢e L, (IR"):sopp compacto contenidoen
T Qy ¢(8)e™® integrableYme N

es més pequefio que D(Q) Y, por tanto, la clase de

(ultra-)distribuciones es mayor que la considerada por
Schwartz, es decir, D! (Q)> D'(Q). Bjorck, usando
ultradistribuciones de Beurling, estudia cuestiones de
existencia, aproximacion y regularidad interior de
soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, lineales con coeficientes constantes, en
espacios mas generales que los de Hormander (ver [2]).
A esos espacios se les llama “espacios de Hormander-
Beurling”. En Schmeisser y Triebel ([11]) se obtienen
nuevas desigualdades del tipo Plancherel-Polya
Nikol'skij y estudian la estructura de diferentes espacios
pesados utilizando ultradistribuciones de Beurling. En €
trabgjo de Braun, Meise y Taylor ([9]) reemplazan la
subaditividad del peso ®(X) por una condicion més

débil obteniendo una teoria de ultradistribuciones muy
potente y versdtil.
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4. LOSESPACIOS B, (X)

Como se advirtié en lineas anteriores, los espacios de
Hormander prk juegan un papel importante en la teoria

de los operadores diferenciales parciales linedes. A
continuacién se definen los espacios de Hormander-

Beurling B, (X). En lo que sigue de esta seccion
woeM, keK, y X esun espacio de Banach (ver
[13], [14], [15]).

Definicion 1. Sea weM, keK_ , 1<p<owo y X

un espacio de Banach. Se denota por B, (X) e

conjunto de todas las ultradistribuciones vectoriales
TeS (X) paa las que existe aguna funcion

fel, (X) taesque

(0.) =] u(o (3, vues, .

B,k (X) provisto delanorma

I, = (@[ Jkeooo] ), peco

es un espacio de Banach isométricamente isomorfo a
L,(X). Los espacios B, (X) se llaman espacios de

Hormander-Beurling con valoresen X. Si p=o se

tiene T =ess SlJka(X)'I:(X)“E (supremo esencial).
' xelR"

Observacion. S X es un espacio de Banach vy
1< p<oo, L,(X) denota e conjunto de todas las

(clases de equivalencia de) funciones medibles Bochner f
deIR" en X, taesque

11, =1

(S P =00 sesupone €sssup
xelR"

£ axf " <oo.

f(X)||z <co, e supremo

esencial). Deigual manera, L, (X) denotael conjunto

de todas las funciones medibles Bochner f de IR" en
X, talesque kf € L, (X) . Finamente, S, (X) denota
el conjunto de todas las aplicaciones lineales y continuas
de S, en X. Dichas aplicaciones se llaman

ultradistribuciones o-temperadas. Si T € S, (X) se
define la transformada de Fourier 'I:eS(;(X) por
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<u,'I:>=<l],T>, YueS,. Es un automorfismo

topolégico de S) (X) .

Es de notar que e estudio de los espacios B, (X) no
se reduce & estudio de los espacios B, (;)S X puesto
que L,(X) vy L, ®S X' no son isomorfos en general.
Por gemplo, e espacio L,(/,) no es isomorfo a
L, C;)8 l, s 2<p<oo (ver [5], p.117 y Corolario
p.258). De igua manera, s dimX =w y 1< p<ow
entonces L (X) no es isomorfo a L, ®8 X (ver
nuevamente [5], p.253).

Otro tipo de espacio de Hérmander que Bjorck generaliza
a ultradistribuciones escalares son los espacios locales

Byt ()= ue D'(Q):gucBy,, Voc D)},

p.k?

Q un abierto de IR", este subespacio de D'(Q) tienela
caracteristica que sus elementos se comportan localmente
como los elementos de prk pero cuyo crecimiento en la

frontera y en e infinito no esta restringido. En la
siguiente definicion se generadliza € espacio local

B'Fj’,c( () a caso de ultradistribuciones vectoriales.

Definicion 2. Sea me M, keK_, Q un abierto de
IR", 1< p<oo y X un espacio de Banach. Se denota
por  ByR(©,X) @ conjunto de todas las
ultradistribuciones vectoridles T € D] (Q2, X) taes que,
para cada @€ D, (Q), la aplicacion ¢T:S, — X
definida por <u,(pT>=<(pu,T>, ueS,, estd en
Bk (X). El espacio B! (Q, X) se equipa de la

p.k
topologia generada por la familia de seminormas

oo @€ D@ donde [T],, . =loT],, paa
Te B'pc’,c( (Q,X). Edta topologia es metrizable (ver
[15]).

p.k,o

Otro hecho interesante de estos espacios es € siguiente:
Si el espacio de Banach X esisomorfo a un subespacio
complementado® del espacio de Banach Y, entonces

3 Sea Y un subespacio cerrado de un espacio vectorial topoldgico

X. Y e un subespacio  complementado en X s existe un
subespacio cerrado Z de X tdque X =YD Z (X essuma

directa de Y y Z). S X esun espacio de Fréchet, e subespacio
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Bpr(QX) es isomorfo a un  subespacio
complementado de B'p°‘,3( (Q,Y).

Para terminar es bueno comentar que utilizando los
resultados mencionados de Grothendieck, de Vogt y de
Meise-Taylor-Vogt, se pueden estudiar propiedades de

sucesiones cortas entre espacios de Hérmander-Beurling
delaforma

0— (P(D)) - B (Q) - By () — 0.

Por jemplo, s Q un abierto de IR" (n>2), ®e M ,
keK , P(x)=
Koo PO=(X,00

operador eliptico® entonces la sucesion corta

2 1/2
aap(x)\ ) y P(D) un

0— (P(D)) - Byt () —2 5 B (Q) -0

es exacta® en virtud del Corolario 3.7.1 de Hormander
([7]) y € Teorema 3.3.3 de Bjorck ([2]). En esta sucesion

e espacio N(P(D)) coincide agebraica y
topol 6gicamente con el espacio
NQ)={f €eE, (Q):P(D)f =0} de E,(Q)
(E, (Q) es espacio de las funciones ultradiferenciables

en Q) para ello se utiliza el Corolario 4.1.4, el Teorema
4.1.1 de Bjorck ([2]) y el teorema de la gréfica cerrada.
Ademés la sucesion no se parte, es decir, P(D) no

admite inversa por la derechalineal y continua.
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