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Resumen—En este articulo se presentan y se demuestran en
forma detallada, algunas desigualdades interesantes en
probabilidad y estadistica que son consecuencia de la
desigualdad de Chebyshev.
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Abstract—This article presents and demonstrates in detail
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I INTRODUCCION

La desigualdad de Chebyshev es uno de los resultados

mas importantes e interesantes en la teoria de la
probabilidad. Este resultado establece que si X es una
variable aleatoria y E(X) es la esperanza de X, la cual
existe, entonces

V(X)
P(X—EX)| =¢€) < ez

para todo € > 0, donde V(X) es la varianza de la variable
aleatoria X, ver [3]y [4].

La demostracién de esta desigualdad se basa en la
desigualdad de Markov, la cual dice lo siguiente: Si X es
una variable aleatoria, entonces

E(1X™)

En

P(IX| =€) <
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para todo e > 0 Yy todo entero positivo n.

La estimacion que la desigualdad de Chebyshev da a la
probabilidad del evento {|X — E(X)| = €}; puede ser muy
buena. Esta probabilidad generalmente es menor que

V(X)
62
y en consecuencia este valor es una buena sobre estimacién de

P(X —EX)| = €).

Una de las aplicaciones principales de las desigualdades de tipo
Chebyshev es el de aproximar o estimar probabilidades de la
forma P(|X — E(X)| = €) por medio de calculo de cotas ver [5].

Es conocido en la literatura, que si conocemos la funcién de
distribucion de la variable aleatoria X, podemos calcular su
esperanza E (X) y su varianza V (X), si estas existen.

De igual modo si conocemos dos variables aleatorias X, Y con
su funcién de distribucion conjunta, podemos calcular
E(XY),E(X),E(Y) y su matriz de covarianzas Cov(X,Y).

Pero el problema reciproco no es cierto, es decir si conocemos
E(X) y V(X), no necesariamente, se puede construir la funcion
de distribucion de la variable aleatoria X y por consiguiente
cantidades como

P(IX-EX)| =€)

son muy dificiles de obtener. Igualmente para el caso de
funciones de distribuciones conjuntas de dos variables
aleatorias.

En este articulo vamos a desarrollar principalmente la
desigualdad de Chebyshev bidimensional, la cual no es muy
conocida en la literatura de la probabilidad, ademas es muy
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conveniente, ya que en ocasiones la estimacion del valor
real de una probabilidad conjunta, suele dar informacién
insuficiente para nuestro objetivo, como por ejemplo, lado
derecho de la desigualdad mayor o igual a uno. En este
sentido podemos decir que entre mas pequefio sea el lado
derecho de la desigualdad mas precisa es la informacion de
las probabilidades. Esta desigualdad bidimensional aparece
como un problema propuesto en [8].

Ademas del resultado la desigualdad de Chebyshev
bidimensional vamos a presentar otros resultaos
interesantes que son consecuencia de la desigualdad de
Chebyshev.

1. DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

Antes de hacer la demostracion de la desigualdad de
Chebyshev bidimensional y presentar algunos resultados
gue son consecuencia de esta desigualdad, presentamos
algunos resultados que vamos a utilizar en el desarrollo de
este articulo.

Proposicion 1. Si X es una variable aleatoria no negativa,
entonces para € > 0 se tiene

e <20

La demostracion se puede ver en [6] y [7].

El siguiente resultado es una consecuencia de la

Proposicion 1

Proposicion 2. Si X es una variable aleatoria no negativa,
entonces, para todo € > 0 y para todo entero positivo n, se
tiene

Xn
PX=¢) < EC )
en
Demostracion. Es claro que
PX=e)=PX"=€")
por la proposicion anterior
E(X™)
P(X" > €M) <
6n
y por lo tanto
E(X™
PX=e)< .
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De las Proposiciones 1 y 2, se obtiene la desigualdad de
Chebyshev, la cual dice lo siguiente:

Proposicion 3 (Desigualdad de Chebyshev). Si X es una
variable aleatoria y E(X) es la esperanza de X, entonces para
todoe =0

P(X-EX)| = )<Q

Demostracion. Si consideramos la desigualdad anterior para el
cason = 2y la variable aleatoria |X — E(X)|, entonces,

E(IX-EX)I*

P(X —EX)| =€) < =

Finalmente como V(X) = (X — E(X))Z, se concluye que

()

PAX-EMX)| z¢€) <

El resultado principal en este articulo, tiene que ver con la
desigualdad de Chebyshev en dos variables aleatorias, pero antes
de enunciar y demostrar este resultado el cual esta propuesto en
[8], demostremos, la siguiente proposicion.

Proposicion 3 Si X y Y son variables aleatorias con
EX)=0=EXY)y Var(X) =1=Var(Y)

y con coeficiente de correlacion p = p(X,Y). Muestre que

E(max{X%,Y?}) <1+ 1—p2

Demostracion. Por definicion

Cov(X,Y)
JVar(x )Var(Y)

_EQXY) —EEY)
JVar(X)Var(Y)

p=pXY)=

Como
EX)=0=EX)y Var(X) =1="Var(Y),

entonces
p=pXY)=EXY).
Ademas, el maximo de X2, Y?2viene dado por

X% — Y2|+X2+ y?
2 2

max{X? Y%} =
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esto implica que
2max{X?,Y?} = |X? - Y?|+X%? + Y2
Aplicando esperanza en ambos lados, obtenemos
EQmax{X2,Y?*}) =E(X - Y||X +Y]) + E(X2 + Y?).
Ahora, como
V(X) = E(X?) — (E(X))? = E(X?) = 1.

Similarmente E(X?) = 1, por consiguiente

2E(max{X?Y?*) = E(X = Y|IX +Y]) + 2,
esto es equivalente a

2E(max{X% Y2} - 1) = E(IX - Y||X + Y]),
elevando al cuadrado, obtenemos

4E(max{X% Y2} — 12 = E(|X — Y||X + Y])?
<E(X - Y]?IX + Y]?).
Luego

AFE (max{X?,Y?}-1)* <
E(X% = 2XY + Y)E(X? +2XY 4+ Y?) =
(2-2EQXY))(2+2E(XY)) =4 - 4(E(XY))2

esto es,
4E(max{X?,Y?} — 1)? < 4 — 4(E(xY))".

Finalmente, como

p=pXY)=EXY),
entonces

E(max{X?Y?}-1)? <1-p2

Luego

E(max{X?Y?}) <1+1—p2

Proposicion 4 (Desigualdad de C. Bidimensional). Si X y
Y son variables aleatorias con coeficiente de correlacién p,
entonces para e = 0
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P (|X —EX)| = eJVIX) 0 |Y — E(Y)| = e/V(Y) )
(1+1-p2?)
S E—Z.
Demostracion. Sea Z = max{X, Y}, veamos que
7? = (max{X,Y})? = max{X? Y?}.

Supongamos que
max{X,Y} =Y,
por lo tanto

Z? = (max{X,Y}? = Y? = max{X? Y?}.

Analogamente se tiene el resultado si max{X,Y} = X.
Ahora

P (|X —EX)| = V) 0 |Y —E(Y)| = e/V(Y) )

_ P(max{lX_E(X)l |Y—E(Y>|} .. )
Sy vy )

=P(max{|X_E(X)|2 |Y—E(Y)|2}
V(X) V()
> 62>

e (mar 1562 )
62

<

por consiguiente

P (|X —EX)| 2 eJVEX) 0 |Y —EY)| = e/V(Y) )

e (mas {565 )

€2

<

y por la proposicién anterior

e (max {762 )

€2

<1+,1-p2

Luego se concluye que

P (|x —EX)| = eJVIX) 0 |Y — E(Y)| = e/V(Y) )
- (1+1-p2)
S -

Proposicion 5. Sea f(x) una funcién no negativa, no
decreciente, para todo nimero positivo x . Entonces para una
variable aleatoria X con |X| < ¢, donde c es una constante, se
tiene:
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E(fX)) - f(0)
— 5 SPUX-EWIz o
E (f(X - E(X)))

< :

a f(©)

Demostracion. Sea

f(X=EX) = f(X = ECO)lx-pooyzc) +
fX = EX))x-px)<c)
asi que

fX=EX) = f(X = ECO))lx-px)2c)-

Como f es creciente y

X—EX) <X,
entonces

fX-EX) < fX),

de aqui se sigue

fFX—EMX) = fFXOIx-rx)za-

Ahora, como X es una variable aleatoria positiva y
acotada, es decir

X <c.
Entonces

fFX—EX) = f(OQlx-ppose
esto implica que

E (f(X - E(X))) > F(O)P(X — E(X) = ¢)

luego

E(f(x - EC0))

PX—EX)=c) < ©

Demostremos la otra desigualdad.

Podemos escribir

FX) =X x-pzey + O x—pu)<c)-
Como
X <c.
y f es creciente, entonces f(X) < f(c), por consiguiente

EFX)Sf(OPX—EX)=c)+ f(c)P(X —EX) <c).

Como

X—-EX)<X y X<,
entonces P(X — E(X) < c¢) =1, luego
E(f(X) < f(PX —EX) =) + f(c)
y como f es una funcién positiva, se tiene que

E(f(X)) < f(c)P(X —E(X) = ¢).

Y finalmente Ilegamos a que

E(f(X
) <P(X —E(X) =o0).
f()
Otro resultado interesante, el cual es una consecuencia de la
desigualdad de Chebyshev, se resume en la siguiente

proposicion:

Proposicion 5. Si X;,X,,..,X,, son variables aleatorias
independientes con V(X;) < c (parai = 1,2, ...,n), entonces

X1+ X2+ .+ Xy, E(Xi+ Xp+ 4 Xp)| c
P - =>¢

=—
n n ne

para todo € = 0.

Demostracion. Sea
Sn =X1 + X2 + +Xn,

entonces por la desigualdad Chebyshev aplicada a la variable
aleatoria

Sn

n
se tiene que

Sn _ E(Sn)
n n

P({

Ahora, como

> g}) < V(Sn).

= 2
Xi 1
V(Sy) =V (Z?ﬂg) a2 i=1 V(X0),
como V(X;) < c paratodo i = 1,2, ..., n, entonces

V(S,) < %
Luego



Scientia et Technica Afio XVI1I, No 51, Agosto de 2012. Universidad Tecnolégica de Pereira. 246

(i

X1+ X+ +X, EX+ X+ . +X,) -
n n I_g

. CONCLUSIONES

Entre las principales aplicaciones de la desigualdad de
Chebyshev esta el calcular cotas inferiores para
probabilidades, lo cual es muy importante cuando no es
posible o es dificil dar un valor exacto de la probabilidad.

La desigualdad de Chebyshev se emplea para demostrar
otros resultados importantes en probabilidad como la ley
débil de los grades numeros, esta ley es una consecuencia
inmediata de la Proposicion 5, la ley dice que si n tiende a
infinito esta probabilidad tiende a cero.

Finalmente la La desigualdad de Chebyshev se puede
generalizar a dos variables aleatorias que tienen cierta
correlacion.
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