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DE LA CUADRATURA A LA TRASCENDENCIA DE 7T

RESUMEN

Se presenta un caso real en donde un genuino cuadrador de circulos envia su
trabajo a la UTP para ser evaluado, y como se refutaron sus resultados.
Utilizando un programa de dibujo por computador, planteando y resolviendo
ecuaciones se analiza el problema de la cuadratura del circulo por regla y
compads. Se concluye de esta refutacion con una sencilla justificacion matematica
de la trascendencia de 7.

PALABRAS CLAVES: Cuadratura, regla y compas, niimeros trascendentes y
algebraicos.

ABSTRACT

We present a real case where we found a true circle sguarer, and how we cope
with this situation. We used drawing software, and solving the equations we
were at the position on convincing our friend of his mistakes but also about his
achievements. We analyze the greek problem using simple math, a we make an
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Una de esas tardes del viernes, cuando la universidad
empieza a estar casi sola (1995), visité a Victor Barros en
su oficina de la jefatura del Departamento de
Matematicas de la UTP. Estuvimos hablando sobre
educacion en el bachillerato y recordando el pasado;
luego el tema vird un poco acerca de geometria y de la
pobre presencia en la educacion media; El profesor
Victor enfatizé el impacto, casi traumatico, sobre el
estudiante al empezar estudios basicos por la falta de
buenas bases en geometria, situaciéon conocida por los
docentes que estaban bajo su cargo como Director. Ya
para despedirme me mostré unas hojas, manuscritas, de
un trabajo de geometria cuyo titulo me sorprendié: “La
Cuadratura del Circulo”. Le pregunté por qué no lo habia
rechazado, y me dijo que le parecia algo interesante, y
que la persona que lo desarroll esperaba una respuesta
mas seria y por escrito, en fin, que valia la pena
analizarlo pero que ningun colega le habia prestado
interés. Me solicitd el favor que las revisara cuando
estuvieran en mi poder para luego emitir un comentario.

En la noche estuve pensando en los afios de colegio
cuando por primera vez escuché sobre el famoso
problema de la antigiiedad: casi dos semanas estuve
trabajando con un compaiero de colegio en coémo
construir figuras con regla y compas al estilo griego, para
luego empezar a cuadrar el circulo; el profesor de
geometria solo habia hecho un rapido comentario sobre el
problema helénico, pero nosotros decidimos tomarlo
como un reto. Estaba en cuarto de Bachillerato y mi
amigo Reynaldo en sexto; después de convertirnos en
expertos en el uso de regla y compas pasamos un mes de
trabajo infructuoso buscando una solucién hasta que
decidimos revisar el tema en la biblioteca para descubrir,
entonces, que el problema era imposible de resolver con
regla y compas. La respuesta del profesor de geometria,
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de aquel entonces, fue sorprendentemente igual a la que
el profesor Victor escuchd en los pasillos de la
universidad: “No se puede, pero... tampoco s¢ la razon”.

El profesor Jairo Rodas, catedratico de la UTP, muy
amablemente me consiguié una fotocopia del trabajo que
el profesor Victor Barros me habia mostrado: el trabajo
estaba firmado por Alberto Chaparro.

Mi interés crecid6 mas cuando supe que el autor del
trabajo escasamente tenia pocos afios de educacion
primaria, y ademas, que era una persona mayor.

Haré una descripcion del trabajo del sefior Chaparro, y
desarrollaré las razones por las cuales no es posible
lograr cuadratura por el método asi sugerido.

El procedimiento del trabajo para realizar la cuadratura
escrito por el Sr. Chaparro es el siguiente (favor seguir la
figura 1):

- un circu ualqui ia
1-Trace un circulo “A” de cualquier diametro con el
compas.

2- Sin modificar la amplitud del compas, encuentre la
mitad del radio, ubicandolo en un extremo del perimetro
del circulo “B”.

3- Con centro en la mitad del radio “C”, trace un arco
“D” desde el extremo superior hasta el eje horizontal.

4- Desde el centro de circulo “E” trace una recta “F”
hasta donde se encuentra el arco anterior con el eje
horizontal “G”.
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5- La longitud de esta recta “F” es el lado del decagono.
Haga coincidir los extremos de esta linea con el arco
izquierdo “H”, derecho “I”, superior “J” e inferior “K”
del circulo “A”.

6- Con base en estos puntos de interseccion “L”, trace un
cuadrado perfecto “M”. El area de este cuadrado es igual
al area del circulo trazado inicialmente.

Figura 1. Gréfico de cuadratura original.

Ese fue el método que realizd el Sefior Luis Alberto
Chaparro R. cuya trascripcion anterior es copia fiel del
original remitido por ¢l al profesor Rodas [3].

Al tratar de seguir las instrucciones del sefior Chaparro
noté que no se seguian las convenciones estandares para
segmentos, que confundia el concepto de circulo con el
de circunferencia (no encontraba el circulo A), y tuve
dificultad para hacer el dibujo en forma inmediata, por
fortuna un diagrama acompaiaba el trabajo. Procedi a
realizar la figura utilizando un programa para dibujar
(Auto_Cad) por computador, y pude reconstruir la figura,
luego, usando las propiedades del software, determiné las
areas del circulo y del cuadrado; para ésto tomé un radio
de 10.000,00 unidades lineales; los resultados fueron asi:
Area Circulo igual a 3147159.265,3590 unidades
cuadradas (observen implicitamente el valor de @ en este
nimero). Para el cuadrado, dibujado por el método
Chaparro, fue de 317°557.050,4585 unidades cuadradas.
El error, o diferencia entre el area del circulo y el
cuadrado asi obtenido fue de 1.08154 %: un error
apreciable.

Vamos a verificar las notas del procedimiento anterior; si
“F” es el lado de un decagono, empecemos por verificar
tal afirmacién: Si sobre la figura 2. aplicamos
trigonometria para determinar el valor de “F” se
encontraria lo siguiente:
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Figura 2. Verificacion del angulo.

F/2
a= 2arcsen(R} (1)

en donde R es el radio del circulo cualquiera que se haya
escogido, y trabajando en la figura 1. se calcula el angulo

J5-1

a asi: o = 2arcsen T )

cuyo valor es 36° (grados) exactamente, por lo tanto (F)
es el lado de un decagono.

En el anterior procedimiento de cuadratura, en el numeral
6, se hace una afirmacion pero no hay pruebas o algo que
la sustente (es la parte magica): no hay demostracion, y el
area hallada por este procedimiento resulté mayor que el
area real del circulo.

Veamos ahora la figura 3. y analicemos lo siguiente: si
queremos aproximarnos a un area mas real el angulo o
debe ser mas pequefio que 36°.

Figura 3. Busqueda de angulo mas real.

Asi que decidi calcular el valor exacto del angulo a, y si
este valor era un numero racional o no. Entonces parti de
la figura 4. en donde he superpuesto un circulo cualquiera
y un cuadrado cuyas areas seran iguales, por hipotesis.
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Figura 4. Caso general para el angulo x.
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Deseamos determinar el valor del angulo x (que
representa o, en este caso) que corresponda a un
segmento “P” (equivalente al segmento “F”’) con el cual
podremos construir el cuadrado pedido utilizando el
procedimiento del Sr. Chaparro; si este angulo diera un
valor de 36 grados entonces el procedimiento es bueno y
la cuadratura se ha logrado, en caso contrario nunca se
logrd. Se estudiara, de todas maneras, el nuevo valor del
angulo y se analizara su naturaleza numérica.

Tenemos las siguientes ecuaciones que se obtienen de la
figura 4.

p=a/2 3)
X)_p/2
sen( 2) = 4

2 X
a= ﬁ r sen(g) &)
q = rsen(y) ©)
El area del cuadrado es I ? siendo | =20+2a yel
area del circulo sera 71> =17 por lo tanto tenemos la
siguiente expresion:
[ =2r sen(y) +%sen(§j =1z (7)

De la grafica podemos concluir también que los angulos
tienen la siguiente relacion:

vy "
y+X—2 (7a)

Luego simplificando la expresion (7) asi:
(7[ X) 2 (X) NG ®
sen| ———|+—=sen| = | =—
4 2/ 277\2) 7 2
para luego reducir esta expresion y transformarla en la
ecuacion (9):
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X x) V2
Cos| —|+sen| — | =—_7T 9
sl )5 »
y si utilizamos el valor de

Gy T
cos4-sen4—\5 (10

se puede llevar a la expresion (9) obteniéndose la (11):

T X T
sen| —+—| =—— (10a), ecuacidon que se puede
4 2 2

reducir a:
T
sen(x) = ——1 11
(X) 5 (11)

y si resolvemos esta ecuacion para x hallamos que su
valor es: 34.8057747... grados o .6074680291...
radianes, luego el angulo es diferente a 36 grados, esto
nos lleva a la conclusion que no se logro la cuadratura.

Observemos que P < F 1o que nos daria un cuadrado

mas pequefio que el anterior calculado por el método de
L. A. Chaparro.

El valor de “F” para el caso particular que hemos tomado
para comparar, usando Auto-Cad, con un radio de
10.000,00 unidades lineales, es de
6.180,33988...unidades; el valor de “P” es de
5.981,7775...unidades.

Un hecho muy importante en la ecuacion (11) es la
aparicion de 7 ; mdas adelante volveremos a esta
ecuacion que sera fundamental para algunos de nuestros
resultados.

Los problemas de la cuadratura del circulo, la
duplicacion del cubo y la triseccion del angulo han
merecido una atencion muy especial en el pasado, y lo
sorprendente es que ain hoy dia algunas personas le
dedican tiempo a sus soluciones utilizando los métodos
antiguos como la regla y el compas. Personalmente
considero que la busqueda de la soluciébn a éstos
problemas no son una pérdida de tiempo (jsi no pasa de
algunos meses, claro esta!) porque el imaginar soluciones
nos da la oportunidad de encontrar otras ideas ricas en
nuevas intuiciones de caracter matematico.

La historia de la matematica y la geometria es abundante
en informacién sobre los diferentes métodos utilizados en
la solucion de los problemas cuyas condiciones solo se
circunscribian al uso de regla sin marcas, de un compas
simple y de unas normas del uso de estos instrumentos
(una cantidad finita de operaciones o trazos) [1], el
término construccion significaba para los griegos el uso
de esos dos instrumentos. Podriamos decir que desde los
periodos pre-euclidiano, luego en los greco-romanos y
periodos bizantinos, y aun en la edad media arabe los
intentos para solucionar los tres famosos problemas
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helénicos fueron muchos y los artificios geométricos eran
demasiado ingeniosos pero fracasaron.

En el papiro adquirido por Henry Rhind (1858) el escriba
Ahmés da un procedimiento para la cuadratura del
circulo en forma muy aproximada: se divide el diametro
en nueve partes y se construye un cuadrado con los 8/9
del didmetro; personalmente realicé este procedimiento y
obtuve un angulo de 35.4679 grados, y consegui un area
de 3.16049383 cm. cuadrados (mas aproximada que la
del Sr. Chaparro), Es importante notar que este papiro
data de 3400 afios antes de Cristo.

El problema de la cuadratura del circulo se origind en las
matematicas de los griegos o, por lo menos, fue
oficializado por ellos, planteado en los siguientes
términos: dado un circulo, construir geométricamente un
cuadrado igual en area a la del circulo dado. El primer
matematico, de quien tenemos noticias, que le metio el
diente a este problema fue Anaxdgoras. También es
sabido que una buena parte de los matematicos griegos
intuyeron la imposibilidad de solucion.

Se cuenta que tanto La Academia de Paris como la
Sociedad Real en Londres promulgaron un edicto
prohibiendo la remision de mas trabajos que pretendian
solucionar el problema de la cuadratura [2].

La solucion del problema de si el circulo podia ser
cuadrado usando regla y compas llega a su final con un
trabajo presentado por el matematico Lindemann [4]
quien demostrd que 7 era trascendental; es decir, que no
era la raiz de una ecuacion polindomica con coeficientes
racionales; de aquel trabajo se llego al siguiente teorema:
“No es posible cuadrar el circulo”.

Cuando me reuni con el sefior Chaparro para explicarle el
problema de su cuadratura, él se sintié6 muy triste porque
fueron varios afios de trabajo; entonces nos sentamos a
revisar sus logros y le dedicamos tiempo a el concepto de
lo que era un nimero constructible (construible) usando
regla y compas, y que aun los numeros del tipo

a+ b\/E ,en donde K> 0 eran del tipo constructible
que formaban un “campo” de extension cuadratica, pero
para construir a 77 se requerian infinitos trazos siendo
imposible de construirlo con regla y compas. Luego que
si nos deteniamos a analizar la ecuacion (11) ésta nos
llevaria a construir un segmento p en funcion del radio

I', y si se puede construir un nimero como \/1+ 2\/7

usando regla y compas, tal vez nos seria posible construir
el segmento F. El segmento F esta definido por las
ecuaciones (4) y (11) que involucran al término 7 :

1/2
2.1/2
F=p()=2r 1_(”_(7;/2) ) (12)
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Tanto 77 como +/2 son irracionales pero solamente 7
es trascendental y la diferencia no son los decimales
infinitos sino la forma como se pueden construir los
numeros en una recta real; la irracionalidad de 7 fue
demostrada por Lambert [5] en 1761 usando fracciones
continuas; aunque una curva de longitud 77 se puede
construir facilmente, no es lo mismo cuando se trata de
construir una linea recta de longitud 7.

Para abordar el concepto de lo que significaba un nimero
trascendental fue necesario realizar el siguiente ejercicio
con mi nuevo amigo, le dije que tratara de resolver la
siguiente ecuacion:

ar’+ar+a =0 (13)
Con la condiciéon que @,, &, @, Sean racionales y que

con ellos se pueda producir 77 ; de inmediato la reaccion
de Alberto fue de que tal vez no se podia, en ese
momento ¢él intuyd el significado pero también Ia
dificultad de lo que es un numero trascendente. Para
generalizar el concepto le pedi que observara la ecuacion
(11), y que el angulo se puede escribir como multiplo de
7r: X= B y si consideramos a £ como un numero

real entonces podemos expandir a (11) en un polinomio

infinito, o de infinitos términos, como el siguiente:

X X X _T

3t 57 2
en el cual reemplazamos a X para llegar a la ecuacion:

3 5 7
ﬂﬂ—%ﬂ'3+%ﬂ'5—%ﬂ'7-“=%—l (15)

que trasponiendo y factorizando términos la convertimos
3 5
en: 1+(ﬂ—lj7l—ﬂ—7r3 +'B—
2 3! 5!
Nuestra siguiente pregunta fue ;seria posible analizar los
coeficientes de este polinomio si partimos de que la
incognita es 77, o dados unos coeficientes racionales
podemos obtener a 7 ? Aunque el problema ya fue
resulto por F. Lindemann, nosotros estdbamos ante un
polinomio que habiamos generado como consecuencia
del replanteamiento de un problema dado en la figura 4. y
que ademas contenia los ingredientes necesarios para
hacernos buenas preguntas.

(14)

7’ —=0 (16)

Unas de las grandes virtudes que encontré en el sefior
Chaparro fue su paciencia para realizar muchos calculos
con su simple calculadora de vendedor, y utilizando la
formula de Tartaglia y un poco de mi colaboracion se
hall6 un 8 para el caso cuando la ecuacién (14) se

expresaba con dos términos de la expansion asi:

X
X—;:E—l (17)

quedando como:
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3
1+(,B—l]7r—ﬂ—7r3=0 (18)

cuyo valor fue de 0.19362, con este valor se llegaba a un
valor de 7 cercano a 3.1415011; asi mi amigo se dio
cuenta, aunque de manera elemental, que no habia forma
de llegar a 77 con un [ racional, que era necesario ir

incrementando los decimales de /# para mejorar el valor

de 7.

Como ya estabamos proximos al desenlace de todo este
enredo, decidimos tratar de hacer una comprobacion o
demostracion débil de la trascendencia de 7 de una
manera sencilla; para esto se escribio la ecuacion (16)
como un polinomio de grado infinito:

l+ax+ax +ax +--=0 (19)

ahora, los coeficientes @, &, etc. los consideraremos

1 3
racionales; o sea que & = p —5 y que &, = _%

pertenecen a los racionales, entonces, — = K, siendo K
también un racional. Tenemos ahora una situaciéon de
trascendencia que la reduciremos a un problema de
busqueda de irracionalidad o racionalidad (mas facil,
segun los expertos), para ésto llegamos a:

p— 1/2 =—kp’ /3! que es una ecuacion de tercer
grado reducida y que resolverla para demostrar que 3 es

irracional si K lo es nos daria el argumento suficiente
para hallar trascendencia. O sea que si tenemos a la
ecuacion:

B +6/kp-3/k=0 (20)

cuya solucion se puede escribir asi:

B=i|-=+ 3-—— @1)
2 2

Donde g=6/K,y r=-3/k, y si se demuestra que
[ es irracional usando la ecuacién (21) partiendo de un

K irracional entonces comprobariamos la trascendencia
del nimero 7 ; podemos, ademds, agregar a nuestra
argumentacion también las siguientes ecuaciones, en
donde relacionamos los coeficientes entre si, y en
especial con el primer elemento del polinomio, hallado

como @, =1;luego:  a,/a, ==k, (22)
y siendo km un nimero racional o irracional (segin
nuestra hip6tesis) entonces si despejamos a f# llegamos a
la ecuacioén siguiente: f = '{/ik,nm! = diamm! (23)
en donde M es un namero de la secuencia 1, 3, 5, 7, que

corresponde a los exponentes del polinomio tratado, pero
recordemos que cuando realizamos calculos con (18)
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obtuvimos un valor para /3 que se puede ubicar en un
intervalo de

m

0.193< —'k <0.194 (24) en
mz.

donde M y M, son nimeros de los términos
cualesquiera de la expansion polindmica, se puede

observar y de (24) concluir que si km es irracional

entonces [ es irracional.

Es bueno recordar, a estas alturas, que estamos
analizando un polinomio muy particular que ha sido
generado por un problema particular en donde el
segmento P de la figura 4. y la ecuacion (4) nos
conducen a calcular si un angulo x (& ) es constructible
o este segmento es trazable con regla y compas, sin
embargo esa particularidad no le quita el caracter general
del enfoque a la argumentacion presentada.

Llegamos al epilogo de nuestra charla con el sefior
Chaparro y compartiendo un comin entusiasmo
concluimos, repitiendo el teorema egregio de M. C.
Escher, que nos dice: “Todo dibujo engaila”; y ademas
que son muchas las jugarretas que los griegos nos han
legado pero que de éllas podemos sacar buenas lecciones
en creatividad e ingenio.

No volvi a saber del sefior Chaparro sino afios después; y
me comentd que estaba trabajando en buscar una buena
aproximacion de la cuadratura; eso me tranquilizdo un
poco porque en la historia de la matematica si hay muy
buenas aproximaciones al problema, entre éstas tenemos
la que se le debe al matematico indio Ramanujan. jSuerte
al amigo Chaparro!
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