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UNA DEMOSTRACION ALTERNATIVA PARA EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL
ALGEBRA POR MEDIO DEL GRADO TOPOLOGICO

RESUMEN

LUIS EDUARDO OSORIO A

En este articulo presentamos una demostracion sencilla del teorema fundamental ~ Lic. en matematicas y fisica
del algebra haciendo uso de una herramienta conocida como el grado topoloégico  Universidad Tecnoldgica de Pereira

y sus fuertes propiedades (escision, invarianza por homotopia, y de existencia)
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que facilitan de una manera asombrosa la demostracion de este teorema.
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In this paper we present a simple proof of algebra fundamental theorem, using a
tool known as topological degree and its strong properties which make easy the

proof of this theorem.
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1. INTRODUCCION

El teorema fundamental del algebra es un resultado
importantisimo en las matemadticas puesto que nos
garantiza bajo ciertas condiciones que un polinomio de
grado menor o igual a n tiene por lo menos una raiz.
Aqui presentamos de una manera muy sencilla pero
poderosa una demostracion alternativa, mediante una
novedosa teoria conocida como el grado topolégico. El
procedimiento que seguimos es el siguiente: primero
establecemos una homotopia entre dos polinomios de
grado menor o igual a n, garantizamos que dichos
polinomios no se anulen en la frontera del conjunto sobre
el que estamos trabajando y aplicando la propiedad de
escision, de invarianza por homotopia y la propiedad de
existencia de ceros del grado topologico encontramos que
el nimero de ceros es 7, lo que concluye Ia
demostracion del teorema.

2. PRELIMINARES

Definicion. Homotopia entre funciones.

Sean Ac C abierto, f,,f,€C(4C) y Q un

abierto simplemente conexo tal que QC 4 y cuya
frontera OC2 es una curva de Jordan. Se dice que £, f
son homotopas si existe una funcion continua
H:A4x[0,1]>C
tal que
H(z,0)= f,(z), H(z,)=f,(2), z€ 4

H(z,5)#0, ze0Q, 0<s<1.
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Definicion. Grado topolégico.
Sean A — C abierto, f € C(A4;C) y Q un abierto

simplemente conexo tal que 2 A4 y cuya frontera
0Q es una curva de Jordan sobre la que no se anula f,
es decir

F0)noQ =0
Se llama grado topolégico de f* en 0 respecto a ), al
nimero entero denotado por

Deg(/..0)=Fa(N)=5 - [ 4.

con 0€2 orientada positivamente.

Obsérvese que de la definicion anterior tenemos que el
grado es un contador generalizado del nimero de ceros
que posee una funcioén continua en un conjunto abierto y
ademas depende s6lo de los valores que tome dicha
funcion sobre la frontera.

2.1 Propiedades del grado topolégico.

Invarianza del grado topolégico por homotopia.

Sean Ac C abierto, f,,f,€C(4C) y Q un

abierto simplemente conexo tal que QC A y cuya
frontera OC2 es una curva de Jordan que cumple
0¢ £,(60) U £(8Q).
Supongamos que existe una funcioén continua
H:Ax[0,1]>C
tal que
H(z,0)= f,(2), H(z,])= fi(2), z€ 4
y H(z,5)#0, ze0Q, 0<s<1.



212

Entonces,

Deg(£,,0,0) = Deg(f,,0,0).

Esta propiedad nos dice que si tenemos dos funciones

hométopas que no se anulan sobre la frontera de €2,
entonces el grado de una de estas funciones es igual al
grado de la otra, respecto de 0.

Propiedad de escision.
SeanA c C abierto, fe€C(4;C) y Q,,Q c4

dos subconjuntos abiertos simplemente conexos cuyas
fronteras son curvas de Jordan. Supongamos que

QcQ, Qcd 0¢f(u\Q,).
Entonces,
Deg(f,€2,,0) = Deg(f,€2,,0).

Propiedad de existencia de ceros.
Sean 4 — C abierto, f € C(4;C) y Q un abierto
simplemente conexo cuya frontera es una curva de
Jordan, tal que Qc 4 y

10)NnQ=0
entonces,

Deg(f,Q,0)=0.
Como consecuencia inmediata de la propiedad anterior,
0¢ f(0Q) y
Deg(f,Q,0)# 0, necesariamente [ posee algin

se obtiene que cuando

ceroen Q).

3. DEMOSTRACION ALTERNATIVA AL
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.

Utilizando las propiedades anteriores se propone a
continuacion la demostracion al teorema fundamental del
algebra.

Teorema fundamental del algebra.
Sea QcC y P:QA—>C, P(z)=a,z"+--+a,,
un polinomio en variable compleja, con a, #0 y cada

a, €D cQ (con D un disco). Entonces, P(z)=0

tiene por lo menos un cero.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad suponemos a, =1.

Definamos la homotopia H : Qx [0,1] > C como
H(z,t)=f(2)=z2"+t(a,z"" ++a,)

con f,(z2)=z"yf(z2)=P(z).

Probemos que 0 ¢ H(0Qx[0,1]). Supongamos que

H(z,t)=0 para (z,7) € Qx[0,1], luego
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n—1
a, .z +---+a0‘
la

n

z

pero la ecuacion anterior tiende a cero cuando |Z | —> 0,
por lo tanto debe existir p >0 tal que H(z,t)#0
para |Z| > p, te[0,1] y se cumple que
£0)noQ=3.
Tomemos Q, €2, donde 0Q, = {Z:|Z| = p} . Por
la propiedad de escision
Deg(/,,€2,0) = Deg(f,,,0).
puesto que 0 ¢ ft(ﬁ\Qo). Usando la invarianza del

grado por homotopia

Deg( f,,€2,,0) = Deg(f,©2,,0),

pero

1 ,
Deg(f;, 2,00 = Vg, (f)) == [ &
271 20,

27 . n _in6
1 inp"e
- [mPe ——d 60 =n.
n _in6

_27zi0 p'e

Finalmente se concluye
Deg( f,,€2,,0) = Deg(P,€2,,0) = Deg(P,€2,0)=n
por la propiedad de existencia, se sigue que P(z) =0

tiene al menos un cero en (2 .
4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este articulo se plasma el poder del grado topologico
como teoria especial para demostrar este tipo de teoremas
y algunos otros de la topologia, como lo son los teoremas
de punto fijo de Brouwer y Schauder, el teorema de
Borsuk entre otros, haciendo uso de estas fuertes
propiedades que facilitan de una manera asombrosa las
demostraciones.
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