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ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS ESPECTROS PRIMOS DE ANILLOS CONMUT ATIVOS

RESUMEN

Este trabajo es una iniciadn en el estudio de los espectros primos
de anillos conmutativos con unidad, primero se da la defimici
de espectro primo y luego se estudian algunas de sus pragesda
topologicas.
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ABSTRACT

This work is an initiation in the study of the prime conmuwtatiings
spectrum with unit, first the definition of prime spectrumiigeg and
then study some of their topological properties.
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Introduccion La nocbn de espectro primo de un anillddemostradin. Primero probremos que la imagenipgoca
conmutativo con unidad, establece una réacentre dos de un ideal primo de&3 es un ideal primo del. Dado/ un
grandesareas de la matemtica; elagebra conmutativa y laideal primo deB se tiene quei) si a,b € f'(I), entonces
topologa. A partir de un anillo conmutativo con unidad s¢(a), f(b), por serl ideal deB, f(a) — f(b) = f(a—b) € I,
crea un espacio topagico. El objeto de este trabajo es ilustrags decirg — b € f' entoncesf(a) € By f(b) € I, comol es
esta nodn por medio de sencillas proposiciones las cuales ideal deB, f(a)f(b) = f(ab) € I, luegoab € f*(I). iii)
muestran relaciones entre las propiedades tapcds de los f' es un ideal propio del porquel es propio yf preserva la
espacios obtenidos y las propiedades algebraicas de lesaninidad.iv) siab € f'(I), f(ab) = f(a)f(b) € I, por ser
dados. I ideal primo, f(a) € I o f(b) € I, es decira € f'(I) o
Dado A un anillo conmutativo con unidadd® trabajamos b € f'(I).
con este tipo de anillos), denotamos pigi4) el conjunto de Ahora veamos qug' es continua, basta ver qu¢')' (@) es
ideales primos dél, sia € A, definimosa con la ecuad@n un abierto de §3) (es decir probamos la continuidad para
abiertos lsicos puesto que
a={Ie€S(A)|a¢l}

Proposicion 1 R (fY)' (@) ={I € S(B)|f'(I) € a}
i) Sia, %GA ab=anb. ={I€S(B)lag¢ f'(I)}
i) 0 = - a

z‘z‘i)T:S(A) %S(B)If( )¢ 1}

Demostradin.) SiI € ab, entoncesib gé I, por serl ideal .

setieneque ¢ Iy b ¢ I,luegol € an b. Redprocamente, Se tiene quéf')'(a) = f(a) es abierto (ade@s tasico) de
sileanb, entonces: ¢ 1y b ¢ I, por serl primoab ¢ I, S(B).

es decir] € ab. i) y iii) se obtienen porque e Iy 1 ¢ I El radical primo de un anillol est definido por

paratodal € S(A).

La proposicbn 1 nos permite definir una topoliagr sobre rad(A)= (] P

S(A), tomando como abiertosabicos losa. Llamamos pPes(A)

espectro primo ded al espacio topdigico (5(A),7) (Io De las definiciones dead(A) y @, se tiene que € rad(A)
denotamos generalmente c80A)). siy s0lo sia = (. Si A es un dominio de integridad,= 0 si

y sblo sia = (). En un campa4 el Gnico ideal primo eg0}

Proposicon 2 Si f : A — B es un morfismo de anillosy |3 topologa de su espectro primo esaica posible en un
conmutativos que preserva la unidad, entongesS(B) — conjunto con un elemento.

S(A) es una fundin continua entre los espectros primos
S(B)y S(A) (f' denota la funddn imagen reiproca) Proposicion 3 S(A) es un espacio topogicoTp.
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Demostradin. Searl, J € S(A) conI # J, entonces existe entonces no existd € S(A) tal quea € I para todo
ac€ya¢ JoacJyad¢ I, enelprimercaspcayl ¢a, a € V (sia € I paratodoa € V, entoncesd ¢ a para

enelsegundd e ay J ¢ a todoa € V), por tanto< a >,cy= A (Si < a >4y
Un espacio topdlgico se llamairreducible si cada par de es un ideal propio existé maximal, y por tanto primo, tal
abiertos no vdos tienen interseash no vaéa. que< a >q4evC I € S(A)), luegol = Y7 a;b; con

- . . o : : =1=  C
Proposicion 4 S(A) es irreducible si y @lo si rad(A) es “S Vbi € A, peroS(4) IA aib1+a2fi+ +afb L=
primo. arby Uagba U---Uapb, Ca1Ua U...a, =U d.

Demostradn. Siab € rad(A), entoncesb = anb = 0,bajo -0 o Las  anteriores proposiciones y  sus

la hipotesis ques(4) es irreducible se tiené, = 0 0b = 0, yomostraciones muestran que los fundamentosaigebra

es decira € rad(4) 0b € rad(4), IuegOmd(A) €S PriMO. - conmutativa y la topold@ nos permiten iniciar el estudio de
Ahora tomemos # () y b # () (basta tomar abiertosabicos), |os espectros primos de anillos conmutativos, en las seesio
comorad(A) es primoab ¢ rad(A), luegoab=anNb#0 de ejercicios de [1] se presenta una serie interesante de
Notese quez +b C @ U b, pues sil € a+ b, entonces problemas que pueden permitir al lector profundizar en este
a+b¢ I, yporserlideal,a ¢ I 0ab ¢ rad(A), luego estudio.

I €aub.
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